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Ïî÷åìó ýòî èíòåðåñíî. Ñ íà÷àëà XX âåêà ëþäè íå ïåðåñòàþò
âîñõèùàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî åñëè â èçâåñòíîì ñ 1926 ã.
óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà ñòåðåòü ìíèìóþ åäèíèöó i , òî
ïîëó÷èòñÿ èçâåñòíîå ñ 1814 ã. óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòî
òåì áîëåå óäèâèòåëüíî, ÷òî ïåðâîå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
ìèêðî-, à âòîðîå - ìàêðî-îáúåêòîâ, ïðè÷¼ì óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà � òî÷íîå è ïîñòóëèðóåòñÿ, à óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè � ïðèáëèæ¼ííîå è âûâîäèòñÿ.
Èçâåñòíî íåñêîëüêî êîíöåïöèé, ïîçâîëÿþùèõ âçãëÿíóòü íà ýòè
äâà ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ ñ åäèíîé òî÷êè
çðåíèÿ, è îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà ñèëüíî
íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.
Íà ýòó òåõíèêó îïèðàåòñÿ ïðåäëîæåíûé äîêëàä÷èêîì â 2014 ã.
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòîìó ìåòîäó è åãî
ïðèëîæåíèÿì ïîñâÿù¼í ñåãîäíÿøíèé äîêëàä.
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Î ÷¼ì ïîéä¼ò ðå÷ü. Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíà
ïîÿâèâøàÿñÿ â 2014 ãîäó ôîðìóëà R(t) = e i(S(t)−I ),
ïîçâîëÿþùàÿ ÿâíî âûðàçèòü C0-ãðóïïó (e−itH)t∈R ñ
ãåíåðàòîðîì −iH ÷åðåç C0-ïîëóãðóïïó (e−tH)t≥0 ñ ãåíåðàòîðîì
−H, ãäå H � ãàìèëüòîíèàí, ò.å. ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð,
ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè è
Øð¼äèíãåðà. Ôîðìóëà äîêàçàíà íà óðîâíå ïîëóãðóïï, ïîýòîìó
ïðèìåíèìà â øèðîêîì êëàññå îïåðàòîðîâ è êîíôèãóðàöèîííûõ
ïðîñòðàíñòâ. Áîëåå òîãî, îáùíîñòü òåîðåìû ïîçâîëÿåò âìåñòî
ïîëóãðóïïû ñ ãåíåðàòîðîì −H âçÿòü îáúåêò, áîëåå ïðîñòî
âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà H, à èìåííî,
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ
ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ, êàñàòåëüíîå ïî ×åðíîâó ê
îïåðàòîðó −H èëè ê îïåðàòîðó H. Áóäóò ðàññìîòðåíû
ïðèëîæåíèÿ ýòîé ôîðìóëû, ñìåæíûå ðåçóëüòàòû è ïîëó÷åííûå
ñ Íîâîãî Ãîäà 2015/2016 ðåçóëüòàòû.
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C0−ïîëóãðóïïû è C0−ãðóïïû
Îïðåäåëåíèå. C0-ïîëóãðóïïà (=ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà (W (t))t≥0 ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F) ýòî
îòîáðàæåíèå

W : [0,+∞)→ L(F)

ïîëóïðÿìîé [0,+∞) â ìíîæåñòâî L(F) âñåõ ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â F , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
1) ∀ϕ ∈ F : W (0)ϕ = ϕ,
2) ∀t ≥ 0,∀s ≥ 0 : W (t + s) = W (t) ◦W (s),
3) ∀ϕ ∈ F ôóíêöèÿ t 7−→W (t)ϕ

íåïðåðûâíà êàê îòîáðàæåíèå [0,+∞)→ F .

Îïðåäåëåíèå C0-ãðóïïû ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé [0,+∞) íà R.
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C0−ïîëóãðóïïû è C0−ãðóïïû
Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîé C0-(ïîëó)ãðóïïû W â F ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî

D =

{
ϕ ∈ F : ∃ lim

t→0

W (t)ϕ− ϕ
t

}
⊂ F

ïëîòíî â F .
Îïðåäåëåíèå. Ãåíåðàòîðîì C0-(ïîëó)ãðóïïû W íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûé îïåðàòîð L : D → F , çàäàííûé íà ðàâåíñòâîì

Lϕ = lim
t→0

W (t)ϕ− ϕ
t

, ϕ ∈ D.

Òåîðåìà. Ãåíåðàòîð C0-(ïîëó)ãðóïïû çàìêíóò è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ïîëóãðóïïó. Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå W (t) = etL.
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C0-(ïîëó)ãðóïïà äà¼ò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Åñëè Q � ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò, òîãäà ôóíêöèÿ
u : R× Q → C, u : (t, x) 7−→ u(t, x) äâóõ ïåðåìåííûõ (t, x)
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ôóíêöèÿ u : t 7−→ [x 7−→ u(t, x)]
îäíîãî ïåðåìåííîãî t ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
ïåðåìåííîãî x . Åñëè u(t, ·) ∈ F äëÿ êàæäîãî t ∈ R, òî ïîëîæèì
Lu(t, x) = (Lu(t, ·))(x).
Åñëè ñóùåñòâåò C0-ãðóïïà (etL)t∈R â F , òîãäà çàäà÷à Êîøè{

u′t(t, x) = Lu(t, x) äëÿ t ∈ R, x ∈ Q
u(0, x) = u0(x) äëÿ x ∈ Q

èìååò åäèíñòâåííîå â ñìûñëå F ðåøåíèå

u(t, x) = (etLu0)(x),

çàâèñÿùåå îò u0 íåïðåðûâíî ïî íîðìå â F .
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Òåîðåìà Ñòîóíà î C0-ãðóïïàõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ

Òåîðåìà (M.H. Stone, 1932). Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó
ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè îïåðàòîðàìè H â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå F è C0-ãðóïïàìè (Wt)t∈R óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ
â F . Áèåêöèÿ òàêîâà: iH � ýòî ãåíåðàòîð (Wt)t∈R, òî åñòü

Wt = e itH .

Ñëåäñòâèå. Åñëè îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ëèíååí è ñàìîñîïðÿæ¼í, òî

∥∥e iA∥∥ = 1.
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Êàñàíèå ïî ×åðíîâó (=÷åðíîâñêîå êàñàíèå)
Îïðåäåëåíèå (È.Ä.Ðåìèçîâ, 2014) Ïóñòü L(F) �
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F . Ïóñòü îïåðàòîð
L : F ⊃ Dom(L)→ F çàìêíóò. Ôóíêöèÿ G íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíîé ïî ×åðíîâó (Cherno�-tangent) ê L åñëè:

(CT1). G ïðåäåëåíà íà [0,+∞), ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ L(F) è
îòîáðàæåíèå t 7−→ G (t)f íåïðåðûâíî íà êàæäîì âåêòðå f ∈ F .
(CT2). G (0) = I , ò.å. G (0)f = f äëÿ êàæäîãî f ∈ F .
(CT3). Ñóùåñòâóåò òàêîå ïëîòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D ⊂ F , ÷òî
äëÿ êàæäîãî f ∈ D ñóùåñòâóåò ïðåäåë

G ′(0)f = lim
t→0

G (t)f − f

t
.

(CT4). Çàìûêàíèå îïåðàòîðà (G ′(0),D) ðàâíî (L,Dom(L)).
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Òåîðåìà ×åðíîâà â òåðìèíàõ êàñàíèÿ ïî ×åðíîâó

Òåîðåìà (P.R. Chernoff, 1968) Ïóñòü F è L(F) òàêèå æå,
êàê è ðàíüøå. Ïóñòü îïåðàòîð L : F ⊃ Dom(L)→ F ëèíååí, è
ôóíêöèÿ G ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â L(F).

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ:
(E) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà (etL)t≥0 ñ
ãåíåðàòîðîì (L,Dom(L)).
(CT) G êàñàåòñÿ ïî ×åðíîâó îïåðàòîðà (L,Dom(L)).
(N) Íàøëîñü òàêîå ÷èñëî ω ∈ R, ÷òî ‖G (t)‖ ≤ eωt ïðè t ≥ 0.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî f ∈ F ïðè n→∞ èìååì

(G (t/n))nf → etLf

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ êàæäîãî t0 > 0.
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Ìîÿ òåîðåìà
Òåîðåìà (È.Ä. Ðåìèçîâ, 2014) Ïóñòü äàíû ëèíåéíûé
ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð H : F ⊃ Dom(H)→ F â
êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå F è íåíóëåâî ÷èñëî
a ∈ R. Ïóñòü îòîáðàæåíèå S êàñàòåëüíî ïî ×åðíîâó ê H è
(S(t))∗ = S(t) ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïîëîæèì

R(t) = exp
[
ia(S(|t|)− I )sign(t)

]
,

îïðåäåëÿÿ ýêñïîíåíòó ñòàíäàðòíûì ðÿäîì (ýòî âîçìîæíî, òàê
êàê äëÿ êàæäîãî t ∈ R â ïîêàçàòåëå ñòîÿò òîëüêî ëèíåéíûå
îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â F).
Òîãäà ïðè âñåõ t ∈ R è âñåõ f ∈ F ïî íîðìå â F ñóùåñòâóåò
ñëåäóþùèé ïðåäåë, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

lim
n→∞

(
R
( t
n

))n
f = e iatH f .
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Ìîÿ òåîðåìà
Ñëåäñòâèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàÿ a = 1 è t > 0,
ðàñêëàäûâàåì ýêñïîíåíòó

R(t) = exp
[
ia(S(|t|)− I )sign(t)

]
= e i(S(t)−I )

ïî ôîðìóëàì eA =
∑∞

k=0
Ak

k! è eA = lim
k→∞

(
I + A

k

)k
, è ïîëó÷àåì,

÷òî âñåõ t > 0 è âñåõ f ∈ F ïî íîðìå â F ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

e itH f = lim
n→∞

lim
k→∞

k∑
m=0

m∑
q=0

(−1)m−q(in)m

q!(m − q)!
(S(t/n))qf ,

e itH f = lim
n→∞

lim
k→∞

k∑
q=0

k!(k − in)k−q(in)q

q!(k − q)!kk
(S(t/n))qf .
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Êâàçèôåéíìàíîâñêàÿ ôîðìóëà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå (È.Ä.Ðåìèçîâ, 2014; òåðìèí ïðåäëîæåí
Î.Ã.Ñìîëÿíîâûì, 2015).
Êâàçèôåéíìàíîâñêîé ôîðìóëîé íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè â âèäå, âêëþ÷àþùåì êðàòíûå èíòåãðàëû ñêîëü óãîäíî
áîëüøîé êðàòíîñòè. Òèïè÷íàÿ êâàçèôåéíìàíîâñêàÿ ôîðìóëà:

f (x) = [Expr_1]

∫
A
. . .

∫
A︸ ︷︷ ︸

n

[Expr_2]dx1 . . . dxn[Expr_3]

ãäå n→∞, A � ìíîæåñòâî ñ ìåðîé, è [Expr_k] � íåêîòîðûå
ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ: ôåéíìàíîâñêàÿ ôîðìóëà = ïðåäåë êðàòíîãî
èíòåãðàëà ïðè ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè êðàòíîñòè.
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Êâàçèôåéíìàíîâñêàÿ ôîðìóëà: ìîäåëüíûé ïðèìåð
Ä.Â.Ãðèøèí-È.Ä.Ðåìèçîâ-À.Â.Ñìèðíîâ, 2015: çàäà÷à Êîøè{

iψ′t(t, x) = −1
2ψ
′′
xx(t, x) + V (x)ψ(t, x); t ∈ R, x ∈ R

ψ(0, x) = ψ0(x); x ∈ R
ñ ãëàäêèì îãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì V èìååò ðåøåíèå

ψ(t, x) = lim
n→∞

lim
k→∞

k∑
m=0

m∑
q=0

(−1)m−q(in)m(sign(t))m

q!(m − q)!

(
n

2π|t|

)q/2

×

×
∫
R
. . .

∫
R︸ ︷︷ ︸

q

exp

 |t|n
−1

2
V (x)−

q∑
p=1

V

x +

q∑
d=p

yd

− 1

2|t|

q∑
r=1

y2r

×

×ψ0

x +

q∑
j=1

yj

 q∏
s=1

dys .
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
ñäâèãà: ìîäåëüíûé ïðèìåð

Òåîðåìà (È.Ä.Ðåìèçîâ, 2016). Ïóñòü ôóíêöèÿ V : R→ R
îãðàíè÷åííàÿ è èçìåðèìàÿ. Äëÿ êàæäîé f ∈ L2(R), êàæäîé
ôèíèòíîé ãëàäêîé ϕ : R→ R è êàæäûõ x ∈ R, t ≥ 0 ïîëîæèì

(S(t)f )(x) =
1

4

[
f (x+

√
t)+2f (x)+f (x−

√
t)
]
−arctg [tV (x)] f (x),

(Hϕ)(x) =
1

4
ϕ′′(x)− V (x)ϕ(x).

Òîãäà: 1) Ïðè êàæäîì t ≥ 0 âåðíî ‖S(t)‖ ≤ 1 + π
2 . 2) Ïðè

êàæäîì t ≥ 0 âåðíî S(t) = S(t)∗. 3) S ÷åðíîâñêè êàñàåòñÿ
îïåðàòîðà H.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
ñäâèãà: ìîäåëüíûé ïðèìåð

Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à Êîøè{
ψ′t(t, x) =

1
4 iψ
′′
xx(t, x)− iV (x)ψ(t, x) = iHψ(t, x), t > 0, x ∈ R1,

ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ R1.

ïðè êàæäîì ψ0 ∈ L2(R) èìååò åäèíñòâåííîå â L2(R) ðåøåíèå,
ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

ψ(t, x) =

 lim
n→∞

lim
k→∞

k∑
m=0

m∑
q=0

(−1)m−q(in)m

q!(m − q)!
(S(t/n))qψ0

 (x),

ψ(t, x) =

 lim
n→∞

lim
k→∞

k∑
q=0

k!(k − in)k−q(in)q

q!(k − q)!kk
(S(t/n))qψ0

 (x).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

ivremizov@yandex.ru
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Äîïîëíåíèÿ (íà âûáîð ñëóøàòåëåé)

I Äîêàçàòåëüñòâî ìîåé òåîðåìû

I Óïðàâëåíèå ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé

I Òåîðåìà Ñìîëÿíîâà î ïîâîðîòå ÷åðíîâñêîãî êàñàíèÿ

I Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
ñäâèãà
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