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В работе впервые предлагается быстрый градиентный метод для задач 

гладкой выпуклой оптимизации, требующий всего одну проекцию. 

Метод имеет наглядную геометрическую интерпретацию, поэтому 

получил название “метода треугольника” (МТ). В работе также 

предлагаются: композитный, адаптивный и универсальный вариант 

МТ. Впервые (на базе МТ) предлагается универсальный метод для 

сильно выпуклых задач (причем предложенный метод оказался 

непрерывным по параметру сильной выпуклости гладкой части 

функционала). Показывается, как универсальный вариант МТ можно 

применять к задачам стохастической оптимизации. 
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Метод треугольника для задач композитной оптимизации 

Рассматривается задача выпуклой композитной оптимизации 

      min
x Q

F x f x h x


   .                            (1) 

Положим  2 0

*,R V x x , где прокс-расстояние определяется формулой 

       , ,V x z d x d z d z x z     ; 

прокс-функция   0d x    считается сильно выпуклой относительно 

выбранной нормы , с константой сильной выпуклости 1 ; *x  – 

решение задачи (1) (если решение не единственно, то выбирается то, 

которое доставляет минимум  0

*,V x x ); 0 0 0x y u   – точка старта 

итерационного процесса. 

 



4 

 

Предположение 1. Для любых ,x y Q  имеет место неравенство 

   
*

f y f x L y x    . 

Опишем вариант быстрого градиентного метода для задачи (1) с 

одной “проекцией”, который мы далее будем называть “метод 

треугольника” (МТ).  

Положим 

         0 0 0 0

0 0, ,x V x y f y f y x y h x        
 

, 

         1 1 1

1 1 ,k k k

k k kx x f y f y x y h x     

 
      
 

,     (2) 

0

k

k i

i

A 


 ,  1

0 L  , 2

k kA L , 0,1,2,...k                    (3) 
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 

1 1

1

1
1 1

1

arg min ,

,

.

k

k
x Q

k k
k k k

k

k k
k k k

k

u x

u A x
y

A

u A x
x

A









 




 











                                       (4) 
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Лемма 1. Последовательность  k , определяемую формулой (3), 

можно задавать рекуррентно 

2

1 2

1 1

2 4
k k

L L
     . 

При этом 

 
2

1

4
k

k
A

L


 . 

Лемма 2. Пусть справедливо предположение 1. Тогда для любого 

0,1,2,...k   имеет место неравенство 

     * mink k

k k k k
x Q

A F x x u  


   .                       (5) 
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Доказательство. Проведем по индукции. При 0k   формула (5) 

очевидна 

         0 0 0 0 0F x f x h x f y h y     


         0 0 0 0 0 0 0 00

0

1 1 1
00

1

1 1
, ,f y f y u y h y V u y u

A A A







       
  

. 

Итак, пусть формула (5) установлена для k , покажем, что тогда она 

будет справедлива и для 1k  . По определению (2) 

   * 1

1 1 1min k

k k k
x Q

x u   

  


   

       1 1 1 1 1 1

1 ,k k k k k k

k ku f y f y u y h u      


      
 

.     (6) 
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Поскольку по предположению индукции    k k

k kA F x u , и  1k x 
 – 

сильно выпуклая в -норме функция с константой 1  (это следует из 

аналогичного свойства функции  0,V x y , что, в свою очередь, следует 

из аналогичного свойства функции  d x ), то  

        
2 2

1 1 11 1

2 2

k k k k k k k k

k k ku u u u A f x h x u u           . 

Из выпуклости  f x  отсюда имеем 

         
2

1 1 1 1 11
,

2

k k k k k k k k

k k k ku A f y f y A x y A h x u u             .(7) 

Подставляя (7) в (6), получим 
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   

 

 

1

* 11
1 1 1

1 1

k

k k kk k
k k k

k k

h x

A
A h x h u A f y

A A







  

 



 
     

 

 

     
 1 1

21 2
1 11

2
1

2
1 1 1 1 1

1

2

1
,

2
k k

k
k kk

k

k k k k k k k

k k

A x y A
x y

f y u y A x y u u





 


 



    



  
 

        
 

    (8) 

Исходя из выпуклости функции  h x  и описания МТ (4), формулу (8) 

можно переписать следующим образом 

     
2

* 1 1 1 1 1 1 11
1 1 2

1

, .
2

k k k k k k kk
k k

k

A
A f y f y x y x y h x



      
 



 
       

 
(9) 
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Из предположения 1 следует, что если 2

1 1k kA L   , то 

     
2

1 1 1 1 1 1 11

2

1

,
2

k k k k k k kk

k

A
f y f y x y x y f x



      



      . (10) 

Согласно (3) 2

1 1k kA L   , поэтому формула (10) имеет место. С 

помощью формулы (10) формулу (9) можно переписать следующим 

образом 

     * 1 1 1

1 1 1

k k k

k k kA f x h x A F x   

  
   
 

. 

Таким образом, шаг индукции установлен. Следовательно, лемма 2 

доказана. ■ 
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Из лемм 1, 2 получаем следующий результат, означающий, что МТ 

сходится как обычный быстрый градиентный метод (с двумя 

проекциями), т.е. МТ сходится оптимальным образом для 

рассматриваемого класса задач.  

 

Теорема 1. Пусть справедливо предположение 1. Тогда МТ (2) – (4) 

для задачи (1) сходится согласно оценке 

   
 

2

2

4
min

1

N

x Q

LR
F x F x

N
 


.                            (11) 
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Доказательство. Из леммы 2 следует, что (в третьем неравенстве 

используется выпуклость функции  f x ) 

         0

0

min , ,
N

N k k k

N k
x Q

k

A F x V x x f y f y x y h x




           
  

       

   * *

0

* * *

0

, ,
N

k k k

k

k

f x h x

V x x f y f y x y h x


 

       
 


 

     0 2

* * *

0

,
N

k N

k

V x x F x R A F x


    .                   (12) 

Заметим, что из второго неравенства следует, что если решение 

задачи (1) *x  не единственно, то можно выбирать то, которое 
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доставляет минимум  0

*,V x x . Именно таким образом возникает 2R  в 

оценке (12). Для доказательства теоремы осталось подставить 

нижнюю оценку на NA  из леммы 1 в формулу (12). ■ 

Замечание 1. В действительности в формуле (12) содержится более 

сильный результат, чем в формуле (11). А именно, формула (12) еще 

означает, что МТ – прямо-двойственный метод. Мы не будем здесь 

подробно на этом останавливаться, отметим лишь, что это свойство 

позволяет получать эффективные критерии останова для МТ. 

Критерий останова позволяет не делать предписанного формулой (11) 

числа итераций и останавливаться раньше (по достижению желаемой 

точности). Это замечание можно распространить и на все 

последующее изложение. 
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Метод треугольника для сильно выпуклых задач композитной 

оптимизации 

Теперь будем считать, что  f x  в задаче (1) обладает следующим 

свойством.  

Предположение 2.  f x  –  -сильно выпуклая функция в норме , 

т.е. для любых ,x y Q  имеет место неравенство  

     
2

,
2

f y f y x y x y f x


      .                 (13) 

Не ограничивая общности также будем считать, что прокс-

расстояние V  можно выбрать так, чтобы оно удовлетворяло условию 

(в евклидовом случае 1n  ) 

 
 2

,

2 ,
sup lnn
x y Q

V x y
n

y x




  


. 
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Перепишем формулы (2), (3) следующим образом ( n   ) 

           0

0

00 0 0

0, , ,x V x y f y f y x y hy xV x         
 

 , 

           1 1 1

1 1 , ,k k kk

k k k V xx x f y f y x hyy x     

 
       
 

 ,(14) 

0

k

k i

i

A 


 ,  1

0 L  ,   2

1 11 kk kAA L     , 0,1,2,...k         (15) 

Сам метод по-прежнему будет иметь вид (4) с 

 0 0 0

0argmin
x Q

x y u x


   . 
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Лемма 3. Последовательность  k , определяемую формулой (15), 

можно задавать рекуррентно 

 
1 2

11 1

2 4

kk k k

k

AA A A

L L L

 
 

  
  

 
, 1 1k k kA A    .       (16) 

При этом              

2

1 1
1 exp

2 2

k

k

k
A

L L L

    
     

   

 
. 

Лемма 4. Пусть справедливы предположения 1, 2. Тогда для 

любого 0,1,2,...k   имеет место неравенство 

     * mink k

k k k k
x Q

A F x x u  


   . 



17 

 

Доказательство. Доказательство аналогично доказательству 

леммы 2. В основе лежит неравенство (следующее из 1 -сильной 

выпуклости  d x  в норме ) 

 
21

,
2

k kV x y x y  , 

с помощью которого ключевая формула (8) перепишется следующим 

образом 

     * 11
1 1 1

1 1

k k kk k
k k k

k k

A
A h x h u A f y

A A


 

  

 

 
     

 
 

     
  2

1 1 1 1 1

1

1
,

2

k k k k k k k

k k

k
f y u y A x u u

A
y


    




        


. 
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Отличие от формулы (8) в следующем 

 2 2
1 1

11

2 2

k k k kkA
u u u u


 


  


. 

Рассуждая дальше точно также как при доказательстве леммы 2, 

получим 

   
 

 
21* 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2

1

1
, .

2

kk k k k k k k

k

k

k

k

A
A f y f y x y x y

A
h x





      

 



  
       

 

  (17) 

Из предположения 1 следует, что если   2

1 11 kk kAA L    , то 

   
 

 
211 1 1 1 1 1 1

2

1

1
,

2

kk k k k k k

k

k k
A

f y f y x y
A

x y f x


      



 
     


. (18) 
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Согласно (15)   2

1 11 kk kAA L    , поэтому формула (18) имеет 

место. С помощью формулы (18) формулу (17) можно переписать 

следующим образом 

     * 1 1 1

1 1 1

k k k

k k kA f x h x A F x   

  
   
 

. ■ 

Из лемм 3, 4 получаем следующий результат, означающий, что МТ 

в сильно выпуклом случае сходится как обычный быстрый 

градиентный метод (с двумя проекциями), т.е. МТ сходится 

оптимальным образом для рассматриваемого класса задач.  
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Теорема 2. Пусть справедливы предположения 1, 2. Тогда МТ (14), 

(15), (4) для задачи (1) сходится согласно оценке 

    2min exp
2

N

x Q

N
F x F x LR

L





 
   

 


.                         (19) 
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Доказательство. Из леммы 4 следует, что (в третьем неравенстве 

используется то, что n    и сильная выпуклость функции  f x  – 

см. формулу (13) предположения 2) 

           0

0

min , ,,
N

N k k k

N k
x Q

k

kA F x V x x f y f y x y h xV x y 




            
 

 

       

   * *

2

*

0

* * *

0

, ,
2

N
k k k

k

k

f x h x

kV x x f y f y x y x y h x





 

 
        

 



 

     0 2

* * *

0

,
N

k N

k

V x x F x R A F x


    . ■                  (20) 
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В действительности, выше установлено более сильное 

утверждение.   

 

Теорема 3. Пусть справедливы предположения 1, 2. Тогда МТ (14), 

(16), (4) для задачи (1) сходится согласно оценке 

   
 

2
2

2

4
min min , exp

21

N

x Q
n

LR N
F x F x LR

LN





   
    

   

.        (21) 
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Теорема 3 означает, что МТ (14), (16), (4) непрерывен по параметру 

 . К сожалению, при этом в (16) явно входит этот параметр  . Если 

значение этого параметра неизвестно, то с помощью рестартов можно 

получить оценку (21) увеличив константы не более чем в 4 раза, т.е. 

число вычислений градиента  f x  (обычно именно это является 

самым затратным в шаге), необходимых для достижения заданной 

точности, увеличится не более чем в 4 раза. Между сильно выпуклым 

и просто выпуклым случаями имеется глубокая связь, позволяющая, 

например, получить оценку (19) с помощью оценки (11) и наоборот. 

Другими словами, имея эффективные алгоритмы решения выпуклых / 

сильно выпуклых задач, можно предложить на их базе алгоритмы 

решения сильно выпуклых / выпуклых задач.  
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Введем семейство  -сильно выпуклых в норме  задач ( 0  ) 

     0, min
x Q

F x F x V x x 


   .                       (22) 

Теорема 4. Пусть 

  20

*
22 , RV x y

 
   ,                                  (23) 

и удалось найти 2 -решение задачи (22), т.е. нашелся такой Nx Q , 

что   * 2NF x F    .  Тогда       *minN N

x Q
F x F x F x F 


    . 

Доказательство. Действительно,  

     * * * 2N N NF x F F x F F x F           . 

Здесь использовалось определение *F   и формула (23)  

        0 0

* * * *min , , 2
x Q

F F x V x x F x V x x F   


      . ■ 
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Теорема 5. Пусть функция  F x  –  -сильно выпуклая в норме . 

Пусть точка  0Nx x  выдается МТ (2) – (4), стартующим с точки 0x , 

после 

8 nL
N






                                              
(24) 

итераций. Положим    
1

0 0N Nx x x x  
 

 и определим по индукции 

    
1

0 0
k k

N N Nx x x x x


   
   

, 1,2,...k  . 

Тогда 

 
2

0

*

* 12

k
N

k

x x
F x F





     .                                 (25) 
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Доказательство. МТ (2) – (4) согласно теореме 1 (см. формулу 

(11)) после N  итераций выдает такой Nx , что  

 
 0

2 *

* * 2

4 ,

2

N N
LV x x

x x F x F
N


    . 

Отсюда имеем 

 0
2 2* 0

* *2 2

8 , 81

2

N n
LV x y L

x x x x
N N



 
    . 

Поскольку 
8

n

L
N 


 , то 

2 2
0

* *

1

2

Nx x x x   . 

Повторяя эти рассуждения, по индукции получим 

 
2

0
2 *0

* * 2 1

41

2 2

k
k

N n

k

x xL
F x F x x

N




 
       

 
. ■ 
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Универсальный метод треугольника 

 

В ряде приложений значение константы L , необходимой МТ для 

работы (см. формулу (16)), не известно. Однако, как следует из 

формул (10), (18), знание константы L  необязательно, если 

разрешается на одной итерации запрашивать значение функции в 

нескольких точках. Опишем соответствующий адаптивный вариант 

МТ (14), (16), (4) (АМТ).  
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Положим 0 0 0

0 0 0A L   – параметр метода и 0k  , 0 0j  .  

 

Адаптивный Метод Треугольника 

1. 0

1 : 2kj

k kL L  , 1 0kj   , 

 argmink

k
x Q

u x


 . 

2. 

 

 
1 1

1

1 2

1 1
1

11 1
:

2 4
k k

k

kk k k

k j j
j

k k
k

A

L

A

L

A A

L

 


 




 


  
  

 
, 1 1:k k kA A    , 

1
1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
x

A

 
 




 , 1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
y

A

 




 . 
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До тех пор пока  

     
1 2

1 1 1 1 1 1 11,
2

kj
k k k k k k kkL

f y f y x y x y f x


            , 

выполнять 

1 1: 1k kj j   ; 1 1

1 : 2k k kj j j

k kL L 

  . 

3. Если не выполнен критерий останова, то : 1k k   и go to 1. 

 

В качестве критерия останова, например, можно брать условие 

 
1 2

1 1 1 11argmin ,
2

kj
k k k kk

x Q

L
x f x x x x x 



   



 
      

 
 . 
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Теорема 6. Пусть справедливы предположения 1, 2. Тогда АМТ для 

задачи (1) сходится согласно оценке 

   
 

2
2

2

8
min min ,2 exp

2 21

N

x Q
n

LR N
F x F x LR

LN





   
    

   

.      (26) 

При этом среднее число вычислений значения функции на одной 

итерации будет 4 , а градиента функции 2 . 
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Доказательство. Нетривиальным в виду оценки (21) и свойства, 

что все  2kj

kL L , представляется только последняя часть 

формулировки теоремы. Докажем именно еѐ. Оценим общее число 

обращений за значениями функции (аналогично получается оценка 

общего числа обращений за значением градиента функции) 

   
1

2

1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 log 2
k

k

jN N N
k

k k j
k k k k

L
j j

L 

   

  
          

  
    

2 20 0

0 0

2
4 log 4 log

Nj

NL L
N N

L L

   
      

   
. 

Деля обе части на N , получим в правой части приблизительно 4. ■ 
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Предположим теперь, что по каким-то причинам невозможно 

получить точные значения функции и градиента. Тогда соотношение 

     
1 2

1 1 1 1 1 1 11,
2

kj
k k k k k k kkL

f y f y x y x y f x


             

может не выполниться не при каком 1

1
kj

kL 

 . Допустим, однако, что при 

этом имеет место 

     
2

1 1 1 1 1

1

1 1 1,
2

k k k k k

k

k k kL
f y f y x y x

A
y f x


      



       . 

Тогда заменим в АМТ соответствующую часть шага 2 на 

     
1 2

1 1 1 1 1 1 11 1

1

,
2

k

k

k

j
k k k k k k kkL

f y f y
A

x y x y f x









             .(27) 
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Теорема 7. Пусть справедливо предположение 2 и существует 

такое число 0L  , что любого 1,...,k N  справедливо неравенство 

     
2

1 1 1 1 1

1

1 1 1,
2

k k k k k

k

k k kL
f y f y x y x

A
y f x


      



       . (28) 

Тогда АМТ с (27) для задачи (1) сходится согласно оценке 

   
 

2
2

2

8
min min ,2 exp

2 21

N

x Q
n

LR N
F x F x LR

LN








   
     

   

. (29) 

При этом среднее число вычислений значения функции на одной 

итерации будет 4 , а градиента функции 2  
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Доказательство. Ключевым элементом в доказательстве является 

следующее уточнение леммы 4 

  *k

kk kF x AA    ,                                   (30) 

из которого будет следовать формула (29). Чтобы доказать (30) будем 

рассуждать по индукции. База индукции 0k   очевидна. Итак, по 

предположению индукции 

   *

k

k k

k k kAA F x u     , 

поэтому 

     
2 2

1 1 11 1

2 2

k k k k k k k

k
k

k k k
ku u u u AA u

A
F x u

A






   

      
 

. 
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Отсюда 

     * 11
1 1 1

1 1

k k kk k
k k k

k k

k

A
A h x h u A f Ay

A A
 

 
  

 

 
     

 
 

     
  2

1 1 1 1 1

1

1
,

2

k k k k k k k

k k

k
f y u y A x u u

A
y


    




        


. 

Следовательно, 

   
 

 
21* 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2

1

1
, .

2

kk k k k k

k

k k

k

k

k

k

A
A f y f y x y x yA h x

A





       

 



  
        

 

  

Отсюда и из условия (27),   12

1 1 11 kj

k kk kA LA   

      (с учетом (28)) 

получаем  * * 1

1 1 11 1

k

kk kkk kA A A F x     

        , 1

1 2kj

kL L

  . ■ 
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В действительности, выше установлено более сильное утверждение 

– в оценке (29) можно улучшить константу L . 

 

Теорема 8. Пусть справедливо предположение 2. Тогда АМТ с (27) 

для задачи (1) сходится согласно оценке 

   
 

2 2
2

2

4
min min , exp

21

N

x Q
N n

R LR N
F x F x LR

A LN









   
       

   

,(31) 

где 
0,...,

max kj

k
k N

L L


 . При этом среднее число вычислений значения 

функции на одной итерации будет 4 , а градиента функции 2 . 
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Попробуем сыграть на условии (27), искусственно вводя 

неточность. 

Лемма 5.  Пусть 

   
*

f y f x L y x


                                 (32) 

при некотором  0,1  . Тогда 

     
2

,
2

L
f y f y x y x y f x       , 

1

11

2 1

L
L L










 



 
   

.   (33) 

Основным результатом данного пункта является описание и 

последующая оценка скорости сходимости нового варианта 

универсального метода [6] на базе МТ (УМТ). 
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Универсальный Метод Треугольника 

 

1. 0

1 : 2kj

k kL L  , 1 0kj   , 

 argmink

k
x Q

u x


 . 

2. 

 

 
1 1

1

1 2

1 1
1

11 1
:

2 4
k k

k

kk k k

k j j
j

k k
k

A

L

A

L

A A

L

 


 




 


  
  

 
, 1 1:k k kA A    , 

1
1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
x

A

 
 




 , 1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
y

A

 




 . 

До тех пор пока  
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     
1

1

1

2
1 1 1 1 1 1 11,

22

k

k

k

j
k k k k k k kkL

f y f y x y f x
A

x y









             , 

выполнять 

1 1: 1k kj j   ; 1 1

1 : 2k k kj j j

k kL L 

  . 

3. Если не выполнен критерий останова, то : 1k k   и go to 1. 



40 

 

Теорема 9. Пусть выполняется условие (32) хотя бы для 0  , и 

справедливо предположение 2 с 0   (допускается брать 0  ). 

Тогда УМТ для задачи (1) сходится согласно оценке 

   minN

x Q
F x F x 


  , 

 

 
 

 

1
2 2 4 61 31 1 3 2 2 21 1

1 3
1 5 710,1 0,1
1 2 61 3

16 8 16
min inf , inf lnn

n

L R L L R
N


   

  
  
 




   


   


  
 

  
                              

.(34) 

При этом среднее число вычислений значения функции на одной 

итерации будет 4 , а градиента функции 2 . 
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Доказательство. Рассмотрим два случая, когда 0   – мало: 

 22R  ,   – велико:  22R  , см. формулу (23). 

В первом случае будем считать, что 

  12 2

1 1 1 1 11 kj

k kk k k kAA A L  

        , т.е. 
1

1 1 1

1 1

22 kj

k k

k

k L AA











 

 ,    (35) 

а во втором случае 

  12 2 2

1 1 1 1 11 kj

k k k kk kAA A L   

        , т.е. 
1

1

112 2 k

kk

j

k

A L

 













.     (36) 

Из формулы (31) (см. теорему 8) имеем  
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2

2N

R

A



  , 

т.е. 22NA R  , а также (
0,...,

max kj

k
k N

L L


 )  

2
2 8LR

N


 ,  (в первом случае)                             (37) 

2
2 2 2

4 ln
L LR

N
 

 
  

 
.  (во втором случае)                   (38) 

Из формул (33), (35) – (38) имеем, что в первом случае 
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1

1
1

1
21

1
1

1 1 1
2 2 2

1 1 2 11
2

2

N

N

L LAL N
L L L L

LA










 

  

  

    












 
                  
 
 

,(39) 

а во втором случае 

1

1
1

1
21

1
1

1 1 1
2 2 2

1 1 2 1
2

2

L LL N
L L L L

L







 

 
  

  

     












 
      
             
  




.(40) 
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 Подставляя (39) в (37), а (40) в (38) и учитывая, что параметр  0,1   

можно выбирать произвольно (допускается, что L   при некоторых 

  – важно, чтобы существовало хотя бы одно значение   при котором 

L  ; по условию 0L  ), получим соответственно, 

1
2

1
21

2

1
16

2 1

N
L R

N










 








 
     

2
1 3 21
1

2

1

16L R
N

 




 




  


 

 
2

1 1 3

0,1

16
inf

L R
N

 



 

 



 
  

 
 

,                                 (41) 
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1
2

1
1

2 2
2 2

3 2

1
8

22 1
ln

N
L

L R N
N











 

 






 
      

 
   

 

2
1 3 2 21

21
1 3 2

1

8 2
ln

L L R N
N

 
 








 






 
  

 
 
 

1
2 1 3

2 2 2 21
1 3

1 3 2

1

8 2
ln

L L R N
N






 

















 
     
  

 
 
 

 

1
2 4 61 3

2 2 21 1
1 3

1 1 5 70,1
1 1 3 2 6

8 16
inf ln

L L R
N




 
 

  
    




 


  
  

 
             
    
     
 

. ■                         (42) 
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Универсальный метод треугольника для задач стохастической 

композитной оптимизации 

Предположим теперь, что вместо настоящих градиентов нам 

доступны только стохастические градиенты    ,f x f x   .  

Предположение 3. Для всех x Q  

   ,E f x f x      и    
2

*
,E f x f x D   

 
.        (43) 

В ряде приложений бывает полезно рассматривать модификацию 

условия (43)  

   
2

,
max , ,

2x y Q

L
LE f y f y x y x y D 



  
       

  

 . 
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Далее приводится стохастический вариант УМТ (СУМТ). По-

видимому, это первая попытка перенесения универсального метода на 

задачи стохастической оптимизации. 

Предварительно введѐм обозначения 

   
1

1
,

m
m k

k

f x f x
m




   ,                                (44) 

где k  – независимые одинаково распределенные (так же как  ) 

случайные величины. В принципе, можно было бы аналогично ввести  

   
1

1
,

m
m k

k

f x f x
m




 





 

и распространить приведенные далее результаты на случай, когда и 

значение функции  f x  необходимо оценивать.  
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Переопределим последовательность (14) 

           0 0 0 0

0 0

0,, ,mx V x y f y f y x V x yy h x        
 

  , 

           1 1 1

1 1 ,,k km k

k k k

kx x f y f y x y h xV x y     

 
      
 

  . 

Стохастический Универсальный Метод Треугольника 

1. 0

1 : 2kj

k kL L  , 1 0kj   , 

 argmink

k
x Q

u x


 . 

2. 

 

 
1 1

1

1 2

1 1
1

11 1
:

2 4
k k

k

kk k k

k j j
j

k k
k

A

L

A

L

A A

L

 


 




 


  
  

 
, 1 1:k k kA A    , 



49 

 

1
1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
x

A

 
 




 , 1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
y

A

 




 , 

1

1
1

1 1

2
:

k

k
k j

k k

DA
m

L  




 

 . 

До тех пор пока  

     1

1 2
1 1 1 1 1 11 1

1

13

2 2
,

k

k

j
k k k k k k kkm k

k

L
f y f y x y x y f

A
x






       



      , 

выполнять 

1 1: 1k kj j   ; 1 1

1 : 2k k kj j j

k kL L 

  . 

3. Если не выполнен критерий останова, то : 1k k   и go to 1. 
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Теорема 10. Пусть выполняется условие (32) хотя бы для 0  , 

справедливо предположение 2 с 0   (допускается брать 0  ), 

справедливо предположение 3. Тогда СУМТ для задачи (1) сходится 

согласно оценке 

   min 2N

x Q
E F x F x 



   
 

, 

 

 
 

 

1
2 2 4 61 31 1 3 2 2 21 1

1 3
1 5 710,1 0,1
1 2 61 3

32 16 32
min inf , inf lnn

n

L R L L R
N


   

  
  
 




   


   


  
 

  
                              

.(45) 
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Оценка (45) – это оценка числа итераций. При этом среднее число 

вычислений значения функции на одной итерации будет 4 . Однако 

не менее интересна оценка числа обращений за стохастическим 

градиентом 

0 22

0

2

2 24
2min , ln 2nD L RDR

Q N


  

  
   

  
.                   (46) 
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Доказательство. По неравенству Фенхеля 

   
1

1
2

1 1 1 1 1 11 2
,

2

k

k

j
m k k k k k kkL

f y f y x y x y


             

   1

1

2
1 1

*
1

2
k

k

m k k

j

k

f y f y
L





 



   . 

Поэтому ключевое неравенство (27)  

     
1

1
2

1 1 1 1 1 1 111

1

,
2 2

k

k

j
mk k k k k k kk k

k

L
f y f y x y x y

A
f x

 

       



        

переписывается следующим образом 

   1 1 1 1,k k k kf y f y x y       
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 
1

1

1

1 1 11 1
2

1

2

2 2

kj
k k k k kk

kkA

L
x y f x

A


  



 

     .            (47) 

При получении неравенства (47) для большей наглядности заменяем в 

рассуждениях правую часть в неравенстве Фенхеля оценкой его 

математического ожидания, равной согласно условию (43) 

1

11 1

12
k

k

j

k kk

D

L m A






 





 . 

В действительности, тут требуются более громоздкие рассуждения, 

которые приведут к необходимости увеличения в несколько раз (во 

сколько именно раз, зависит от “тяжести” хвостов распределения 

 ,f x   и от выбранного доверительного уровня) константы 2 в 
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формуле выбора 1km   в описании СУМТ, и к соответствующему 

увеличению N  и Q . 

Оценим число обращений за стохастическим градиентом Q , 

используя схему доказательства теоремы 9. Для этого, прежде всего, 

заметим, что 22NA R  . Рассмотрим два случая, когда 0   – мало: 

 22R  ,   – велико:  22R  . 

В первом случае будем считать, что (см. формулу (35)) 

  12 2

1 1 1 1 11 kj

k kk k k kAA A L  

        . 

а во втором случае, что (см. формулу (36)) 

  12 2 2

1 1 1 1 11 kj

k k k kk kAA A L   

        . 
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В первом случае число обращений за стохастическим градиентом 

оценивается, соответственно, как 

0
2

0

2

0

2 2 2 2 4
k k

k k
k Nj j

k k k k

N N N

k k k

DA AD D D DR
Q A

L L


        

       ,       (48) 

0

0 0 0 1

2 2 2 2 N

k k

N N A

k k k

j j

k k k k

N

k k kk

DA AD D D dA

L L A
Q

A




       

       
 

0 2

0

0

22 2
ln lnNA L RD D

   

   
   

 
 

 
.                        (49) 

Из формул (48), (49)  получаем оценку (46).  Оценка (46) с точностью 

до логарифмических множителей соответствует нижней оценки. ■ 
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