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Совершенная структура

C — совершенная структура над A с матрицей параметров S .

AC = CS
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0

·

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

=

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

·
1 2 0
1 0 2
0 2 1



Матрица смеежности графа

A: 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0



Матрица инцидентности раскраски

C : 0 0 1
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 0 0



Совершенная раскраска

Let Γ = (V (Γ),E (Γ)) be a graph.

Definition
Разбиение (C0, . . . ,Cm−1) множества вершин графа V (Γ) назы-
вается совершенной раскраской с матрицей параметров (quotient
matrix) S = (Sij)

m−1
i ,j=0 если каждая вершина из Ci имеет ровно Sij

соседей из Cj .

совершенная раскраска (perfect coloring) ∼ еquitable partition ∼
regular partition ∼ partition design ∼ . . .



Пример: совершенная раскраска

S =

0
BBBBB@

1 2 0

1 0 2

0 2 1

1
CCCCCA



Матричное определение совершенной раскраски

A – матрица смежности графа; C – матрица инцидентности
совершенной раскраски с матрицей параметров S .

AC = CS
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0

·

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

=

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1

·
1 2 0
1 0 2
0 2 1



Ещё пример
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n-куб, граф Хэмминга

n-куб (гиперкуб) H(n, 2) — граф, вершинами которого
являются слова длины n в алфавите {0, 1}, два слова смежны
если они различаются ровно в одной позиции.

H(n = 3, q = 2) :

000

010

100

110

001

011

101

111 H(n = 2, q = 4) :

Аналогично определяется граф Хэмминга H(n, q).



Совершенные коды

Совершенный код, исправляющий e ошибок, или
e-совершенный код — множество вершин графа, такое, что
любая вершина графа находится на расстоянии ≤ e ровно от
одной вершины кода.

000

010

100

110

001

011

101

111

1-Совершенный код в регулярном графе степени d может быть
определен как совершенная раскраска с параметрами(︂

0 d
1 d − 1

)︂
.



Латинские квадраты

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0
3 2 0 1

Латинский квадрат q × q можно определить как совершенную
раскраску графа H(2, q) с параметрами

⎛
⎜⎜⎝

0 2 2 2
2 0 2 2
2 2 0 2
2 2 2 0

⎞
⎟⎟⎠

(на примере q = 4) или как совершенную раскраску графа
H(3, q) с параметрами

(︂
0 3(q − 1)
3 3(q − 2)

)︂
.



и латинские n-кубы (гиперкубы)

Латинский n-куб q × q × . . .× q можно определить как
совершенную раскраску графа H(n, q) с параметрами

⎛
⎜⎜⎝

0 n n n
n 0 n n
n n 0 n
n n n 0

⎞
⎟⎟⎠

(на примере q = 4) или как совершенную раскраску графа
H(n + 1, q) с параметрами

(︂
0 (n + 1)(q − 1)

n + 1 (n + 1)(q − 2)

)︂
.



Системы Штейнера

Набор B подмножеств мощности k (блоков) некоторого
конечного множества V называется системой Штейнера
S(t, k, v = |V |), если каждое t-элементное множество
множества V включается ровно в один блок из B .
Система Штейнера S(k − 1, k , v) может быть оределена как
совершенная раскраска с параметрами

(︂
0 k(v − k)
k k(v − k − 1)

)︂

Графа Джонсона J(n, k).



q-Ичные системы Штейнера

Набор B подпространств размерности k (блоков) некоторого
v -мерного пространства V над полем GF (q) называется
q-ичной системой Штейнера Sq(t, k , v), если каждое t-мерное
подпространство пространства V включается ровно в один
блок из B .
Система Штейнера Sq(k − 1, k , v) может быть определена как
совершенная раскраска с параметрами

(︂
0 ...

qk − 1 ...

)︂

Графа Грассмана Jq(n, k).



Число объектов

Граф H(n, q), q фиксировано, n → ∞. Число вершин
экспоненциально, число объектов может быть дважды
экспоненциально (по n).

22cn(1+o(1)
c − ??.

Граф H(n, q), n фиксировано, q → ∞. Число вершин
полиномиально (по q), число объектов — экспонента от
функции не более чем полиномиального роста. Например,
число латинских 3-кубов, как и число S(3, 4, v), равно
2Θ(q3) log q [V.Potapov, arXiv:1510.06212, arXiv:1606.02426].

http://arXiv.org/abs/1510.06212
http://arXiv.org/abs/1606.02426


Число объектов – оценка снизу

Трейд. Если есть два объекта C ′, C ′′ одного типа, пара их
разностей (T0,T1) = (C ′∖C ′′,C ′′∖C ′) является битрейдом. Но в
каждом случае (системы Штейнера, совершенные коды,
латинские гиперкубы, ...) битрейды определяется независимо
от существования полных объектов данного типа.

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0
3 2 0 1

Число объектов может быть оценено снизу как 2N , где N —
максимальное число независимых трейдов, на которые может
быть разбит один объект.



? – размер трейда

Какой размер минимального трейда в каждом конкретном
случае?

Для 1-совершенных кодов в H(n, 2) — 2(n−1)/2.
Для 1-совершенных кодов в H(n, q > 2) — неизвестно.
Для латинских n-кубов — 2n.
Для S(t, k , v) — 2t .
Для Sq(t, k , v) —

∏︀t
i=1(1 + qi ) [DK, V.Potapov, I.Mogilnykh,

arXiv:1412.3792, arXiv:1512.02592].

Каков размер минимального носителя собственной функции?
Например, для второго наибольшего собственного значения в
H(n, q) ответ 2(q − 1)qn−2 [A.Valyuzhenich, arXiv:1512.02606].

http://arXiv.org/abs/1412.3792
http://arXiv.org/abs/1512.02592
http://arXiv.org/abs/1512.02606




\documentclass[t,handout]{beamer} % handout option removes grayed slides
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\usepackage[T2A]{fontenc}

\usepackage[utf8]{inputenc} % [cp866][cp1251]

\usepackage[russian]{babel}

\usepackage{amssymb}%\usepackage{amssymb,amsmath,amsfonts}

\usepackage{graphicx}

%\usepackage{animate}
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\def\colorsquare{

\begin{tikzpicture}[

scale=0.6,

nz/.style={circle,fill=yellow,draw=black, 

           inner sep=2.4pt},

az/.style={circle,fill=red,draw=black, 

           inner sep=2.4pt},

bz/.style={circle,fill=green,draw=black, 

           inner sep=2.4pt},

cz/.style={circle,fill=blue,draw=black, 

           inner sep=2.4pt}]

\begin{scope} %xslant=0.577,

\clip [] (-0.05,-0.05) rectangle (3.05,3.05);

\draw[ystep=1,xstep=1] (-4.9,-2.1) grid (5.4,3.9);

\end{scope}

\draw[] (0,3) to [out=-110,in=110]  (0,0); \draw[] (0,2) to [out=-60,in=60]  (0,0); \draw[] (0,3) to [out=-60,in=60]  (0,1);

\draw[] (1,3) to [out=-110,in=110]  (1,0); \draw[] (1,2) to [out=-60,in=60]  (1,0); \draw[] (1,3) to [out=-60,in=60]  (1,1);

\draw[] (2,3) to [out=-110,in=110]  (2,0); \draw[] (2,2) to [out=-60,in=60]  (2,0); \draw[] (2,3) to [out=-60,in=60]  (2,1);

\draw[] (3,3) to [out=-110,in=110]  (3,0); \draw[] (3,2) to [out=-60,in=60]  (3,0); \draw[] (3,3) to [out=-60,in=60]  (3,1);

%

\draw[] (0,0) to [out=-20,in=-160]  (3,0); \draw[] (0,0) to [out=30,in=150]  (2,0); \draw[] (1,0) to [out=30,in=150]  (3,0);

\draw[] (0,1) to [out=-20,in=-160]  (3,1); \draw[] (0,1) to [out=30,in=150]  (2,1); \draw[] (1,1) to [out=30,in=150]  (3,1);

\draw[] (0,2) to [out=-20,in=-160]  (3,2); \draw[] (0,2) to [out=30,in=150]  (2,2); \draw[] (1,2) to [out=30,in=150]  (3,2);

\draw[] (0,3) to [out=-20,in=-160]  (3,3); \draw[] (0,3) to [out=30,in=150]  (2,3); \draw[] (1,3) to [out=30,in=150]  (3,3);

%

\draw 

 (0,0) 

 node [nz] {} +(1,0) node [bz] {} +(2,0) node [cz] {} +(3,0) node [az]{}

++(0,1)

 node [bz] {} +(1,0) node [nz] {} +(2,0) node [az] {} +(3,0) node [cz]{}

++(0,1) 

 node [az] {} +(1,0) node [cz] {} +(2,0) node [nz] {} +(3,0) node [bz]{}

++(0,1) 

 node [cz] {} +(1,0) node [az] {} +(2,0) node [bz] {} +(3,0) node [nz]{};

\end{tikzpicture}

}



\renewcommand{\raggedright}{\leftskip=0pt \rightskip=0pt plus 0cm}
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\setbeamercolor{example text}{fg=white!50!green}

}

\setbeamercovered{transparent}
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\begin{document}



\frame{\titlepage}



\begin{frame}{Совершенная структура}



${\overline C}$ --- совершенная структура над $A$ с матрицей параметров $S$. \\

{\Huge $$A\overline C = \overline C S$$}

$$\footnotesize

\begin{array}{|cccccccccc|}

\hline

0& 1& 1& 0& 1& 0& 0& 0& 0& 0\cr

1& 0& 0& 0& 0& 0& 1& 1& 0& 0\cr

1& 0& 0& 1& 0& 0& 0& 0& 1& 0\cr

0& 0& 1& 0& 0& 1& 0& 1& 0& 0\cr

1& 0& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 0& 1\cr

0& 0& 0& 1& 1& 0& 1& 0& 0& 0\cr

0& 1& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 1& 0\cr

0& 1& 0& 1& 0& 0& 0& 0& 0& 1\cr

0& 0& 1& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 1\cr

0& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 1& 1& 0\cr\hline

\end{array}\cdot

\begin{array}{|ccc|}

\hline

1& 0& 0\cr

1& 0& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 0& 1\cr \hline

\end{array}

 =

\begin{array}{|ccc|}

\hline

1& 0& 0\cr

1& 0& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 0& 1\cr \hline

\end{array}

\cdot

\begin{array}{|ccc|}

\hline

1& 2& 0\cr

1& 0& 2\cr

0& 2& 1\cr\hline

\end{array}

$$



\end{frame}



\begin{frame}{Матрица смеежности графа}



\Huge$A$: \hfill  \includegraphics[scale=1.1]{mmm_3.pdf} \hfill\mbox{}

\end{frame}



%===============================================================

\begin{frame}{Матрица инцидентности раскраски}



\Huge${\overline C}: \hfill  \includegraphics[scale=1.2]{mmm_1.pdf} \hfill\mbox{}$

\end{frame}

%===============================================================

\begin{frame}{Совершенная раскраска}

Let $\Gamma=(V(\Gamma),E(\Gamma))$ be a graph.

%

\begin{definition}

Разбиение

$(C_{0},\ldots,C_{m-1})$ множества вершин графа $V(\Gamma)$

называется  \alert{совершенной раскраской} 

с \alert{матрицей параметров} 

(\alert{quotient matrix})

$S=(S_{ij})_{i,j=0}^{m-1}$

если 

каждая вершина из $C_i$ имеет ровно $S_{ij}$ соседей из $C_j$.

\end{definition}



совершенная раскраска (perfect coloring)

$\sim$ еquitable partition

$\sim$ regular partition

$\sim$ partition design

$\sim$ \ldots

\end{frame}



\begin{frame}{Пример: совершенная раскраска}



\mbox{} \hfill  \includegraphics[scale=0.8]{mmm_2.pdf} \hfill\mbox{}



\end{frame}



%===============================================================



\begin{frame}{Матричное определение совершенной раскраски}



$A$ -- матрица смежности графа; 

${\overline C}$ -- матрица инцидентности совершенной раскраски с матрицей параметров $S$. \\

{\Huge $$A\overline C = \overline C S$$}

$$\footnotesize

\begin{array}{|cccccccccc|}

\hline

0& 1& 1& 0& 1& 0& 0& 0& 0& 0\cr

1& 0& 0& 0& 0& 0& 1& 1& 0& 0\cr

1& 0& 0& 1& 0& 0& 0& 0& 1& 0\cr

0& 0& 1& 0& 0& 1& 0& 1& 0& 0\cr

1& 0& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 0& 1\cr

0& 0& 0& 1& 1& 0& 1& 0& 0& 0\cr

0& 1& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 1& 0\cr

0& 1& 0& 1& 0& 0& 0& 0& 0& 1\cr

0& 0& 1& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 1\cr

0& 0& 0& 0& 1& 0& 0& 1& 1& 0\cr\hline

\end{array}\cdot

\begin{array}{|ccc|}

\hline

1& 0& 0\cr

1& 0& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 0& 1\cr \hline

\end{array}

 =

\begin{array}{|ccc|}

\hline

1& 0& 0\cr

1& 0& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 1& 0\cr

0& 1& 0\cr

0& 0& 1\cr

0& 0& 1\cr \hline

\end{array}

\cdot

\begin{array}{|ccc|}

\hline

1& 2& 0\cr

1& 0& 2\cr

0& 2& 1\cr\hline

\end{array}

$$



\end{frame}



\newlength{\dddk} \dddk=1.3em 

\def\ucolor#1#2{ ++(1,0.29) node [cell,fill=#1] {\raisebox{-0.25em}[0.2em][0em]{\makebox[0mm][c]{#2}}} ++(0,-0.29) }

\def\dcolor#1#2{ ++(1,-0.29) node [cell,fill=#1] {\raisebox{-0.25em}[0.2em][0em]{\makebox[0mm][c]{#2}}} ++(0,0.29) }

\def\ub{\ucolor{orange!65!white}{$2$}}

\def\db{\dcolor{orange!65!white}{$2$}}

\def\uc{\ucolor{yellow!35!white}{$1$}}

\def\dc{\dcolor{yellow!35!white}{$1$}}

\def\ua{\ucolor{brown!80!black}{$3$}}

\def\da{\dcolor{brown!80!black}{$3$}}





\begin{frame}{Ещё пример}

\begin{center}

$

\begin{tikzpicture}[scale=1, x=1.3em,y=1.3em,

 cell/.style={circle,draw=black, thin, minimum size=1.6em}]

\draw (0,-0.000)\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db;

\draw (0,-1.732)\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua;

\draw (0,-3.464)\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da;

\draw (0,-5.192)\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua;

\draw (0,-6.928)\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da;

\draw (0,-8.660)\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub;

\draw (0,-10.39)\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da;

\draw (0,-12.12)\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua;

\draw (0,-13.86)\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc;

%\draw (0,-15.59)\ua\da\ua\da\ub\da\ua\db\uc\dc\ub\da\ua\db\ua\da\ua\da\ub;

\end{tikzpicture}

$

\end{center}

\end{frame}



\begin{frame}{$n$-куб, граф Хэмминга}

\alert{$n$-куб} (\alert{гиперкуб}) $H(n,2)$ ---

граф, вершинами которого являются слова длины $n$ в алфавите $\{0,1\}$,

два слова смежны если они различаются ровно в одной позиции.

$$

{

H(n=3,q=2):\atop

\begin{tikzpicture}[scale=1, x=1.3em,y=1.3em,

 cell/.style={circle,draw=black, thin, minimum size=1.6em}]

\draw (0,0) -- ++(4,0) -- ++(0,4) -- ++(-4,0) -- cycle;

\draw (2.5,1.5) -- ++(4,0) -- ++(0,4) -- ++(-4,0) -- cycle;

\draw (0,0) node[below left]{$\scriptstyle 000$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 010$};

\draw (4,0) node[below left]{$\scriptstyle 100$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 110$};

\draw (0,4) node[below left]{$\scriptstyle 001$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 011$};

\draw (4,4) node[below left]{$\scriptstyle 101$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 111$};

\draw [fill=white!20!black] (0,0) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (4,0) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (0,4) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (4,4) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (2.5,1.5) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (6.5,1.5) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (2.5,5.5) circle(0.8mm);

\draw [fill=white!20!black] (6.5,5.5) circle(0.8mm);

\end{tikzpicture}

}\ \ \ \

%====================

\begin{array}{c}H(n=2,q=4): \\

\begin{tikzpicture}[

scale=0.6,

nz/.style={circle,fill=white!20!black,draw=black, 

           inner sep=2.4pt},

zz/.style={circle,fill=white!20!black,draw=black, 

           inner sep=2.4pt}]

\begin{scope} %xslant=0.577,

\clip [] (-0.05,-0.05) rectangle (3.05,3.05);

\draw[ystep=1,xstep=1] (-4.9,-2.1) grid (5.4,3.9);

\end{scope}

\draw[] (0,3) to [out=-110,in=110]  (0,0); \draw[] (0,2) to [out=-60,in=60]  (0,0); \draw[] (0,3) to [out=-60,in=60]  (0,1);

\draw[] (1,3) to [out=-110,in=110]  (1,0); \draw[] (1,2) to [out=-60,in=60]  (1,0); \draw[] (1,3) to [out=-60,in=60]  (1,1);

\draw[] (2,3) to [out=-110,in=110]  (2,0); \draw[] (2,2) to [out=-60,in=60]  (2,0); \draw[] (2,3) to [out=-60,in=60]  (2,1);

\draw[] (3,3) to [out=-110,in=110]  (3,0); \draw[] (3,2) to [out=-60,in=60]  (3,0); \draw[] (3,3) to [out=-60,in=60]  (3,1);

%

\draw[] (0,0) to [out=-20,in=-160]  (3,0); \draw[] (0,0) to [out=30,in=150]  (2,0); \draw[] (1,0) to [out=30,in=150]  (3,0);

\draw[] (0,1) to [out=-20,in=-160]  (3,1); \draw[] (0,1) to [out=30,in=150]  (2,1); \draw[] (1,1) to [out=30,in=150]  (3,1);

\draw[] (0,2) to [out=-20,in=-160]  (3,2); \draw[] (0,2) to [out=30,in=150]  (2,2); \draw[] (1,2) to [out=30,in=150]  (3,2);

\draw[] (0,3) to [out=-20,in=-160]  (3,3); \draw[] (0,3) to [out=30,in=150]  (2,3); \draw[] (1,3) to [out=30,in=150]  (3,3);

%

\draw 

 (0,0) 

 node [zz] {} +(1,0) node [nz] {} +(2,0) node [nz] {} +(3,0) node [nz]{}

++(0,1)

 node [nz] {} +(1,0) node [nz] {} +(2,0) node [zz] {} +(3,0) node [nz]{}

++(0,1) 

 node [nz] {} +(1,0) node [nz] {} +(2,0) node [nz] {} +(3,0) node [zz]{}

++(0,1) 

 node [nz] {} +(1,0) node [zz] {} +(2,0) node [nz] {} +(3,0) node [nz]{};

\end{tikzpicture}

\end{array}

$$

% \alert{Расстояние} 

%между двумя словами --- число различных позиций.

Аналогично определяется граф Хэмминга $H(n,q)$.

\end{frame}



\begin{frame}{Совершенные коды}

Совершенный код, исправляющий $e$ ошибок, или $e$-совершенный код --- множество вершин графа, 

такое, что любая вершина графа находится на расстоянии $\le e$ ровно от одной вершины кода.

$$

\begin{tikzpicture}[scale=1, x=1.3em,y=1.3em,

 cell/.style={circle,draw=black, thin, minimum size=1.6em}]

\draw (0,0) -- ++(4,0) -- ++(0,4) -- ++(-4,0) -- cycle;

\draw (2.5,1.5) -- ++(4,0) -- ++(0,4) -- ++(-4,0) -- cycle;

\draw (0,0) node[below left]{$\scriptstyle 000$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 010$};

\draw (4,0) node[below left]{$\scriptstyle 100$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 110$};

\draw (0,4) node[below left]{$\scriptstyle 001$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 011$};

\draw (4,4) node[below left]{$\scriptstyle 101$} -- +(2.5,1.5) node[above left]{$\scriptstyle 111$};

\draw [fill=black] (0,0) circle(0.8mm);

\draw [fill=white] (4,0) circle(0.8mm);

\draw [fill=white] (0,4) circle(0.8mm);

\draw [fill=white] (4,4) circle(0.8mm);

\draw [fill=white] (2.5,1.5) circle(0.8mm);

\draw [fill=white] (6.5,1.5) circle(0.8mm);

\draw [fill=white] (2.5,5.5) circle(0.8mm);

\draw [fill=black] (6.5,5.5) circle(0.8mm);

\end{tikzpicture}

$$

1-Совершенный код в регулярном графе степени $d$ может быть определен как совершенная раскраска

с параметрами $\left(\begin{array}{cc}0& d\\1&d-1 \end{array}\right)$.

\end{frame}



\begin{frame}{Латинские квадраты}

$$\begin{array}{|c|c|c|c|}\hline 0& 1 & 2& 3\\\hline1&0&3&2\\\hline2&3&1&0\\\hline3&2&0&1 \\\hline\end{array}

\quad 

\raisebox{-1cm}{\colorsquare}

$$



Латинский квадрат $q\times q$ можно определить как совершенную раскраску графа $H(2,q)$ с параметрами 

$$\left(\begin{array}{cccc}0& 2 & 2& 2\\2& 0 & 2& 2\\2& 2 & 0& 2\\2& 2 & 2& 0\end{array}\right)$$ 

(на примере $q=4$)

или как совершенную раскраску графа $H(3,q)$ с параметрами 

$$\left(\begin{array}{cc}0& 3(q-1)\\3 & 3(q-2) \end{array}\right).$$

\end{frame}



\begin{frame}{и латинские $n$-кубы (гиперкубы)}



Латинский $n$-куб $q\times q \times \ldots \times q$ можно определить как совершенную раскраску графа $H(n,q)$ с параметрами 

$$\left(\begin{array}{cccc}0& n & n& n\\n& 0 & n& n\\n& n & 0& n\\n& n & n& 0\end{array}\right)$$ 

(на примере $q=4$)

или как совершенную раскраску графа $H(n+1,q)$ с параметрами 

$$\left(\begin{array}{cc}0& (n+1)(q-1)\\n+1 & (n+1)(q-2) \end{array}\right).$$

\end{frame}



\begin{frame}{Системы Штейнера}

Набор $B$ подмножеств мощности $k$ (\alert{блоков}) некоторого конечного множества $V$ называется \alert{системой Штейнера $S(t,k,v=|V|)$}, 

если каждое $t$-элементное множество множества $V$ включается ровно в один блок из $B$.



Система Штейнера $S(k-1,k,v)$ может быть оределена как совершенная раскраска с параметрами 

$$\left(\begin{array}{cc}

         0&k(v-k)\\ k & k(v-k-1)

        \end{array}

\right)$$

\alert{Графа Джонсона $J(n,k)$}.

\end{frame}

\begin{frame}{$q$-Ичные системы Штейнера}

Набор $B$ подпространств размерности $k$ (\alert{блоков}) некоторого $v$-мерного пространства $V$ над полем $GF(q)$

называется \alert{$q$-ичной системой Штейнера $S_q(t,k,v)$}, 

если каждое $t$-мерное подпространство пространства $V$ включается ровно в один блок из $B$.



Система Штейнера $S_q(k-1,k,v)$ может быть определена как совершенная раскраска с параметрами 

$$\left(\begin{array}{cc}

         0& ... \\ q^k-1 & ...

        \end{array}

\right)$$

\alert{Графа Грассмана $J_q(n,k)$}.

\end{frame}



\begin{frame}{Число объектов}



Граф $H(n,q)$, $q$ фиксировано, $n\to\infty$. Число вершин экспоненциально, число объектов может быть дважды экспоненциально (по $n$).

$$ 2^{2^{cn(1+o(1)}} \quad c\,-\,??.$$



Граф $H(n,q)$, $n$ фиксировано, $q\to\infty$. 

Число вершин полиномиально (по $q$), 

число объектов --- экспонента от функции не более чем полиномиального роста.

Например, число латинских 3-кубов, как и число $S(3,4,v)$, равно $2^{\Theta(q^3)\log q}$ 

[V.Potapov, \href{http://arXiv.org/abs/1510.06212}{arXiv:1510.06212}, \href{http://arXiv.org/abs/1606.02426}{arXiv:1606.02426}].

\end{frame}



\begin{frame}{Число объектов -- оценка снизу}

Трейд. Если есть два объекта $C'$, $C''$ одного типа, пара их разностей

$(T_0,T_1)=(C'\backslash C'',C''\backslash C')$ является битрейдом. 

Но в каждом случае (системы Штейнера, совершенные коды, латинские гиперкубы, ...) битрейды

определяется независимо от существования полных объектов данного типа.

$$\begin{array}{|c|c|c|c|}\hline \mathbf 0& \mathbf 1 & 2 & 3\\

\hline \mathbf 1&\mathbf 0&3&2\\\hline2&3&1&0\\

\hline3&2&0&1 \\

\hline\end{array}

$$

Число объектов может быть оценено снизу как $2^{N}$, 

где $N$ --- максимальное число независимых трейдов, 

на которые может быть разбит один объект.

\end{frame}





\begin{frame}{? -- размер трейда}



Какой размер минимального трейда в каждом конкретном случае?



\begin{itemize}

\item

Для 1-совершенных кодов в $H(n,2)$ --- $2^{(n-1)/2}$.

\item

Для 1-совершенных кодов в $H(n,q>2)$ --- неизвестно. 

\item

Для латинских $n$-кубов --- $2^n$. 

\item

Для $S(t,k,v)$ --- $2^t$.

\item

Для $S_q(t,k,v)$ --- $\prod_{i=1}^t(1+q^i)$ [DK, V.Potapov, I.Mogilnykh, \href{http://arXiv.org/abs/1412.3792}{arXiv:1412.3792}, \href{http://arXiv.org/abs/1512.02592}{arXiv:1512.02592}].

\end{itemize}

Каков размер минимального носителя собственной функции?

Например, для второго наибольшего собственного значения в $H(n,q)$ ответ $2(q-1)q^{n-2}$ 

[A.Valyuzhenich, \href{http://arXiv.org/abs/1512.02606}{arXiv:1512.02606}].

\end{frame}

\end{document}
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