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Òåîðåìà Ãðèíà�Òàî î ïðîãðåññèÿõ

Âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà A ⊆ N íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

D∗(A) := lim sup
N→∞

|A ∩ {1, . . . ,N}|
N

.

Òåîðåìà (Ñåìåðåäè, 1975)

Åñëè D∗(A) > 0, òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò
àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ëþáîé äëèíû, òî åñòü íàáîðû
{a, a + d , . . . , a + kd} ∈ A, d 6= 0.

Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè äëÿ ñëó÷àÿ k = 3 áûëè ïîëó÷åíû
äî Ñåìåðåäè Ðîòîì (1953), çàòåì Õèô�Áðàóíîì (1987),
Áóðãåéíîì (1999, 2008), Ñàíäåðñîì (2011,2012), Áëþìîì
(2015).
Îöåíêè äëÿ k > 3 ïîëó÷åíû Ãàóýðñîì (1998�2001).
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Ïðîãðåññèè â ïðîñòûõ ÷èñëàõ

Âñå ÷èñëà íèæå � ïðîñòûå

11410337850553 + 4609098694200k , k = 0, 1, . . . , 21 .

Òåîðåìà (×óäàêîâ, Âàí äåð Êîðïóò, ×îâëà, 1938�1944)

Ïðîñòûå ÷èñëà ñîäåðæàò áåñêîíå÷íî ìíîãî
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû òðè.

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Âèíîãðàäîâà.

Òåîðåìà (Ãðèí�Òàî, 2008)

Ïðîñòûå ÷èñëà ñîäåðæàò áåñêîíå÷íî ìíîãî
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ïðîèçâîëüíîé äëèíû.

Ãðèí�Òàî�Öèãëåð, 2012: ÷èñëî òàêèõ
ïðîãðåññèé/ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ôîðìû ñ ïðîñòûìè.
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Ïðèìåðû, 1

Ïðîãðåññèè äëèíû k , ñîñòàâëåííûå èç ïðîñòûõ.

Òåîðåìà (Ãðèí�Òàî�Öèãëåð, 2012)

×èñëî ïðîãðåñèé äëèíû 4, ñîñòàâëåííûõ èç ïðîñòûõ
p1 < p2 < p3 < p4 6 N ðàâíî

(1 + o(1))S1
N2

log4 N
,

ãäå

S1 =
3

4

∏
p>5

(
1− 3p − 1

(p − 1)3

)
.
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Ïðèìåðû, 2

Óñèëåíèå òåîðåìû Âèíîãðàäîâà î ïðîñòûõ ÷èñëàõ.

Òåîðåìà (Ãðèí�Òàî�Öèãëåð, 2012)

Ïóñòü N � íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà êîëè÷åñòâî
ïðåäñòàâëåíèé N â âèäå N = p1 + p2 + p3 òàêèõ, ÷òî
p1 − p2 ∈ P − 1 ðàâíî

(1 + o(1))S2
N2

log4 N
,

ãäå S2 =

1

3

∏
p>3, p|N3−N

(
1− p2 − 4p + 1

(p − 1)4

)
·

∏
p>3, p-N3−N

(
1 +

4p − 1

(p − 1)4

)
.
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Â äîêàçàòåëüñòâå Ãðèíà�Òàî (à çàòåì è
Ãðèíà�Òàî�Öèãëåð) ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ýðãîäè÷åñêîé
òåîðèè òåîðåìà Ñåìåðåäè îá àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ
áûëà ïåðåíåñåíà íà íåêîòîðûé êëàññ C ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ,
èìåþùèõ íóëåâóþ ïëîòíîñòü. Ïðè ýòîì àâòîðàì
ïîòðåáîâàëîñü ðàçâèòü ìåòîä Ãàóýðñà. Çàòåì, èñïîëüçóÿ
âû÷èñëåíèÿ è èäåè èç ðàáîò
Ãîëäñòîíà�Ïèíöà�Ìîòîõàøè�ßëäèðèìà 2003�2008 ãã.
Ãðèí è Òàî, ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî�÷èñëîâîé òåõíèêè,
ïðîâåðèëè, ÷òî ñåìåéñòâî ïðîñòûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó C.

Â èññëåäîâàíèÿõ Ãðèíà�Òàî�Öèãëåð, ïîìèìî
èíñòðóìåíòîâ, îïèñàííûõ âûøå, ïîòðåáîâàëîñü åùå áîëåå
ãëóáîêîå èñïîëüçîâàíèå ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, â ÷àñòíîñòè,
òåîðåì î íóëü�ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.
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Àâòîðàìè áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà çàäà÷à î ñòðîåíèè
ôóíêöèé f : C→ D, íîðìà Ãàóýðñà êîòîðûõ áîëüøàÿ

‖f ‖2d

d := Ex ,~h

∏
ø∈{0,1}d

C|ω|fω(x + ω · ~h) > δ .

Íàïðèìåð,

‖f ‖8
3 := Ex ,a,b,c f (x)f (x + a) f (x + b) f (x + c)

f (x + a + b)f (x + a + c)f (x + b + c)f (x + a + b + c) .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íîðìà f áîëüøàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f èìååò áîëüøîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ
íóëü�ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
âèäà g(T nx), ãäå g � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, x ∈ X è (X ,T )
� íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
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Îãðàíè÷åííûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè

ïðîñòûìè ÷èñëàìè

Îäíà èç ñòàðåéøèõ è íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðîáëåì òåîðèè
ïðîñòûõ ÷èñåë � ïðîáëåìà áëèçíåöîâ: âåðíî ëè, ÷òî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ïðîñòûõ ÷èñåë, ðàçíîñòü
êîòîðûõ ðàâíà 2? Åñëè îáîçíà÷èòü n-îå ïðîñòîå ÷èñëî
÷åðåç pn, òî ïðîáëåìà áëèçíåöîâ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:
âåðíî ëè, ÷òî pn+1 − pn = 2 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n?
Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿëàñü áåçíàäåæíîé, ïîýòîìó èçó÷àëñÿ åå
ñëàáûé âàðèàíò: äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî
ìíîãèõ n, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü pn+1 − pn "äîñòàòî÷íî
ìàëà". Òàê êàê â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàçíîñòü pn+1 − pn â
ñðåäíåì ïðèìåðíî ðàâíà log pn, òî õîòåëîñü áû ïîêàçàòü,
÷òî îíà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå log pn.
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Îáîçíà÷èì

E1 = lim inf
n→∞

pn+1 − pn
log pn

.

Õàðäè è Ëèòòëâóä (1926) äîêàçàëè, ÷òî E1 < 1 â
ïðåäïîëîæåíèè îáîáùåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà.
Áåçóñëîâíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èë
Ýðäåø (1940). Ðè÷÷è â 1954 ãîäó ïîêàçàë, ÷òî E1 6 15/16.
Âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èíû E1 óëó÷øàëè ìíîãèå
ìàòåìàòèêè: Áîìáüåðè è Äýâåíïîðò (1965), Ïèëüòÿé
(1972), Ó÷èÿìà (1975), Õàêñëè (1977, 1984). Íàêîíåö,
Ìàéåð â 1988 ãîäó äîêàçàë, ÷òî E1 < 0.25.
Â 2005 ãîäó Ãîëäñòîí, Ïèíö è ßëäèðèì óñòàíîâèëè, ÷òî
E1 = 0. Âñêîðå îíè ïîêàçàëè, ÷òî

lim inf
n→∞

pn+1 − pn
(log pn)1/2(log log pn)2

<∞.
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Ïóñòü h1, . . . , hk� ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà,

H = {h1, . . . , hk}.

×åðåç Λ(n) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ ôîí Ìàíãîëüäòà,
ðàâíàÿ log p, åñëè n åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p. Îöåíêà
êîëè÷åñòâà n 6 N òàêèõ, ÷òî âñå ÷èñëà n + h1, . . . , n + hk
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ïî-ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ñóììû∑

n6N

Λ(n + h1) . . .Λ(n + hk).

Ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü ôóíêöèþ Λ íà àïïðîêñèìèðóþùóþ
åå ñãëàæåííóþ ôóíêöèþ ΛR (çàâèñÿùóþ îò íåêîòîðîãî
ïàðàìåòðà R). Ñàìà ïî ñåáå ýòà èäåÿ íå ïðèâåëà ê íîâûì
ðåçóëüòàòàì.
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Ãîëäñòîí, Ïèíö è ßëäèðèì ïèøóò, ÷òî äàëåå îíè
èñïîëüçóþò èäåþ Õèô-Áðóíà (1997) î íàáîðàõ ïî÷òè
ïðîñòûõ ÷èñåë, âîñõîäÿùóþ ê Ñåëüáåðãó (1951). Âìåñòî
ôóíêöèè Λ(n) ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Λl(n),
"îòâåòñòâåííàÿ" çà íàëè÷èå ó n íå áîëåå l ïðîñòûõ
äåëèòåëåé. Çàòåì ýòà ôóíêöèÿ ñãëàæèâàåòñÿ è
àïïðîêñèìèðóåòñÿ.
Æàíã (2013) óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà H ,
÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë n âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî pn+1 − pn 6 H . Èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âçÿòü
H = 246. Â 2013 ãîäó Ìàéíàðä äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò òàêîå Hk , ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ÷èñåë n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî pn+k − pn 6 Hk .
Ìîæíî âçÿòü Hk � k3e4k .
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Áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè

ïðîñòûìè ÷èñëàìè

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííóþ ïðè X > 3 ôóíêöèþ

G (X ) = max
pn+16X

(pn+1 − pn).

Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë
óòâåðæäàåò, ÷òî

π(X ) ∼ X/ logX (X →∞).

Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî

G (X ) > (1 + o(1)) logX (X →∞).

Â 1931 ãîäó Âåñòçûíôèóñ (Westzynthius) äîêàçàë, ÷òî

G (X )→∞ (X →∞).
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Èñïîëüçóÿ åãî èäåè, Ýðäåø (1935) è Ðàíêèí (1938)
óëó÷øèëè îöåíêó ñíèçó äëÿ G (X ). Îáîçíà÷èì

F (X ) = logX log logX (log log logX )−2 log log log logX ,

ãäå X äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ðåçóëüòàò Ðàíêèíà ãëàñèò, ÷òî

G (X ) > (c + o(1))F (X ), c > 0.

Âíà÷àëå íåðàâåíñòâî áûëî äîêàçàíî äëÿ c = 1/3. Çíà÷åíèå
c óëó÷øàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè (Øîíõåéäæ, Ðàíêèí,
Ìàéåð è Ïîìåðàíö). Ïèíö (1997) ïîêàçàë, ÷òî ìîæíî
âçÿòü c = 2eγ,

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
.
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Íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

lim
x→∞

G (X )

F (X )
=∞.

Ýòî ñäåëàëè íåçàâèñèìî Ôîðä, Ãðèí, Ê., Òàî è Ìàéíàðä. Â
ïåðâîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëîñü ðàçâèòèå òåîðèè Ãðèíà -
Òàî - Öèãëåð î äëèííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ è
äðóãèõ êîíôèãóðàöèÿõ, îáðàçîâàííûõ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.
Âî âòîðîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëîñü ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ
Ìàéíàðäà î ñóùåñòâîâàíèè ìàëûõ èíòåðâàëîâ ñî ìíîãèìè
ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Â (ïîêà íå îïóáëèêîâàííîé) ðàáîòå
ïÿòè àâòîðîâ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé
ïîñòîÿííîé c > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî X

G (X ) > cF (X ) log log logX .
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Òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà

Â ïèñüìå Ë. Ýéëåðó îò 7 èþíÿ 1742 ãîäà Õ. Ãîëüäáàõ
ïðåäëîæèë ãèïîòåòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ,
è Ýéëåð íåçàìåäëèòåëüíî ñâåë åãî ê ñëåäóþùåé ãèïîòåçå,
êîòîðóþ ïî åãî ñëîâàì Ãîëüäáàõ ðàíåå åìó ïîñòàâèë:
êàæäîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî åñòü ñóììà íå áîëåå òðåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãèïîòåçà ðàçäåëåíà íà
äâå:
ñëàáàÿ, èëè òåðíàðíàÿ, ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà óòâåðæäàåò,
÷òî âñÿêîå íå÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 5, åñòü ñóììà òðåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë;
ñèëüíàÿ, èëè áèíàðíàÿ, ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà óòâåðæäàåò,
÷òî âñÿêîå ÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2, åñòü ñóììà äâóõ
ïðîñòûõ ÷èñåë.
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Â 1933 ãîäó Ë. Øíèðåëüìàí äîêàçàë, ÷òî âñÿêîå öåëîå
÷èñëî n > 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû íå áîëåå K
ïðîñòûõ; çíà÷åíèå K óêàçàíî íå áûëî. Ýòà
îñíîâîïîëàãàþùàÿ ñòàòüÿ â íàøå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò ïî àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêå. Â
1969 ãîäó Êëèìîâ óêàçàë ÿâíîå çíà÷åíèå K = 6 · 109. Äàëåå
K óëó÷øàëè Êëèìîâ, Ð. Âîí, Æ.-Ì. Äåøóëüå, Õ. Ðèññåëü
è Ð. Âîí. Â 2012 ãîäó Ò. Òàî äîêàçàë, ÷òî êàæäîå íå÷åòíîå
÷èñëî, áîëüøåå 1, åñòü ñóììà íå áîëåå ïÿòè ïðîñòûõ.
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Â 1937 ãîäó È.Ì. Âèíîãðàäîâ (Íîâûé ìåòîä â
àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, Òðóäû ÌÈÀÍ, ò. 10 (1937),
5�122) äîêàçàë òåðíàðíóþ ãèïîòåçó Ãîëüäáàõà äëÿ âñåõ
íå÷åòíûõ ÷èñåë, ïðåâîñõîäÿùèõ íåêîòîðîãî ÷èñëà C .
Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî íåýôôåêòèâíûì. Â 1947 ãîäó
È.Ì. Âèíîãðàäîâ (Ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì â
òåîðèè ÷èñåë, Òðóäû ÌÈÀÍ, ò. 23 (1947), 3�109)
ïðåäëîæèë ýôôåêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî
àðãóìåíòû Ê.Ê. Ìàðäæàíèøâèëè (1941) òàêæå ïîçâîëÿëè
ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíóþ îöåíêó. Áîëåå òîãî, Ê.Ã.
Áîðîçäêèí â ñâîåé íåîïóáëèêîâàííîé äîêòîðñêîé
äèññåðòàöèè, âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîäñòâîì Âèíîãðàäîâà,
ïîêàçàë, ÷òî ìîæíî âçÿòü C = exp(exp(exp(41.96))). Â
1956 ãîäó îí óëó÷øèë îöåíêó äî C = exp(exp(16.038)).
Ì.-×. Ëþ è Ò. Âîíã (2002) ïîëó÷èëè C = 2 · 101346.
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Â 2013 ãîäó Õ.À. Õåëüôãîò ðåøèë òåðíàðíóþ ïðîáëåìó
Ãîëüäáàõà, äîêàçàâ, ÷òî ìîæíî âçÿòü C = 1029. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñîâìåñòíî ñ Ä. Ïëàòòîì îí ïðîâåðèë íà
êîìïüþòåðå ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû äëÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë
äî C = 1029. Ïîçæå òàêæå â 2013 ãîäó îí óëó÷øèë ñâîå
äîêàçàòåëüñòâî äî C = 1027, îòìåòèâ, ÷òî ÷èñëåííàÿ
ïðîâåðêà íå÷åòíûõ ÷èñåë äî ýòîé ãðàíèöû ìîæåò áûòü
ñäåëàíà íà äîìàøíåì êîìïüþòåðå â òå÷åíèå óèêåíäà.
Õåëüôãîò èñïîëüçîâàë ñõåìó îðèãèíàëüíîãî
äîêàçàòåëüñòâà Âèíîãðàäîâà è ïðèâíåñ â äîêàçàòåëüñòâî
ðÿä íîâûõ èäåé, íà ïåðâûé âçãëÿä êàçàâøèìèñÿ äàëåêèìè
îò ïîñòàâëåííîé öåëè, âêëþ÷àÿ áîëüøîå ðåøåòî.

Ñ.Â. Êîíÿãèí, È.Ä. Øêðåäîâ Âåëèêèå ïîòðÿñåíèÿ: î òåîðèè ÷èñåë â XXI âåêå



Ïðîáëåìà Êàêåÿ â êîíå÷íûõ ïîëÿõ

Çàäà÷à îá èãîëêå ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìèíèìàëüíîé
ïëîùàäè ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé åäèíè÷íûé
îòðåçîê, èãëó, ìîæíî ðàçâåðíóòü íà 180 ãðàäóñîâ, âåðíóâ
åãî â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ñ îáðàùåííîé îðèåíòàöèåé. Ýòîò
âîïðîñ ðàññìàòðèâàë Êàêåÿ. Îí äîêàçàë, ÷òî äëÿ
âûïóêëûõ îáëàñòåé ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü äîñòèãàåòñÿ
äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñ âûñîòîé 1. Áåçèêîâè÷
óñòàíîâèë, ÷òî èãëó ìîæíî ðàçâåðíóòü â ôèãóðå ñêîëü
óãîäíî ìàëîé ïëîùàäè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòðîåííîãî èì êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K
íóëåâîé ìåðû, ñîäåðæàùåé åäèíè÷íûé îòðåçîê â êàæäîì
íàïðàâëåíèè. Îäíàêî, K èìååò õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü 2.
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Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Áåçèêîâè÷à â Rn êàê ìíîæåñòâî
íóëåâîé ìåðû, ñîäåðæàùåå åäèíè÷íûé îòðåçîê â ëþáîì
íàïðàâëåíèè. Ãèïîòåçà Áåçèêîâè÷à óòâåðæäàåò, ÷òî
ìíîæåñòâà Áåçèêîâè÷à èìåþò ðàçìåðíîñòü n (ïî
Õàóñäîðôó è Ìèíêîâñêîìó), òî åñòü ðàâíà ðàçìåðíîñòè
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ãèïîòåçà Êàêåÿ âåðíà ïðè
n = 2 (Ðîé, 1971). Âîëüôô (1995) ïîêàçàë, ÷òî â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Áåçèêîâè÷à äîëæíà
áûòü ïî êðàéíåé ìåðå (n + 2)/2. Â 2002 ãîäó Êàö è Òàî
äîêàçàëè, ÷òî ðàçìåðíîñòü íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
(2−

√
2)(n − 4) + 3. Ýòà îöåíêà ëó÷øå äëÿ n > 4.
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Â 1999 ãîäó Âîëüôô ñôîðìóëèðîâàë àíàëîã çàäà÷è îá
èãëå äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé. Ïóñòü F� êîíå÷íîå ïîëå.
Ìíîæåñòâî K ⊂ Fn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Áåçèêîâè÷à,
åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y ∈ Fn Ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ Fn,
÷òî {x + ty : t ∈ F} ⊂ K . Àíàëîã ïðîáëåìû Êàêåÿ â
êîíå÷íûõ ïîëÿõ èìåë ñëåäóþùèé âèä: âåðíî ëè, ÷òî
|K | > cn|F|n? Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî òàê ïðè n = 2; â
ýòîì ñëó÷àå |K | > |F|(|F|+ 1)/2. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
íå÷åòíûõ q →∞, q = |F|, àñèìïòîòèêà òî÷íàÿ. Îäíàêî,
äëÿ n > 2 èçâåñòíûå îöåíêè äî 2008 ãîäà áûëè áîëåå
ñëàáûìè: |K | > cn|F|(n+2)/2 (Âîëüôô) è |K | > cn|F|4n/7

(Ðîäæåðñ, 2001; Ìîêåíõàóïò è Òàî, 2004).
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Â 2008 ãîäó ãèïîòåçà â êîíå÷íûõ ïîëÿõ áûëà äîêàçàíà
Äâèðîì: èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |K | > 1

n!
|F|n,

âûòåêàþùåå èç áîëåå òî÷íîãî

|K | > M :=

(
q + n − 1

n

)
, q = |F|.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà Äâèð
ïðåäëîæèë ìåòîä, íàçâàííûé ïîëèíîìèàëüíûì.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëíîâ íàä F îò n
ïåðåìåííûõ ñòåïåíè ìåíüøå q. Åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà M .
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |K | < M , òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí P , çàíóëÿþùèéñÿ íà K .
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Ïðåäñòàâèì P â âèäå P =
∑q−1

i=0 Pi , ãäå Pi åñòü îäíîðîäíàÿ
÷àñòü ñòåïåíè i ìíîãî÷ëåíà P . Äëÿ ëþáîãî y ∈ Fn

íàéäåòñÿ x ∈ Fn òàêîé, ÷òî P(x + ay) = 0 äëÿ ëþáîãî
a ∈ F. Ôèêñèðóåì x è y . Òîãäà P(x + ay) ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå
q − 1 îò a. Ïîýòîìó âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà
ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò ïðè aq−1 ðàâåí
íóëþ. Çíà÷èò, Pq−1(y) = 0. Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî
y ∈ Fn, òî ìíîãî÷ëåí Pq−1 íóëåâîé. Àíàëîãè÷íûìè
ðàññóæäåíèÿìè ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû Pq−2, . . . ,P1 òàêæå íóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P ðàâíû íóëþ.
Ïðîòèâîðå÷èå.
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Âñêîðå (2009) Äâèð, Êîïïàòû, Ñàðàô è Ñóäàí åùå òî÷íåå
îöåíèëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Áåçèêîâè÷à:

|K | > 1

2n
qn.

Ýòà îöåíêà áëèçêà ê âåðõíåé îöåíêå: äëÿ ëþáîãî n
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Áåçèêîâè÷à K òàêîå, ÷òî

|K | > 1

2n−1
qn + O

(
qn−1

)
,

ãäå íåÿâíàÿ êîíñòàíòà â O ìîæåò çàâèñåòü îò n.
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Ïîëèíîìèàëüíûé ìåòîä

Ïóñòü äàíû n òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ýðäåø (1946) ñïðîñèë
ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé ìîæåò áûòü ìåæäó ýòèìè n
òî÷êàìè. Îí äîêàçàë, ÷òî åñëè âçÿòü êâàäðàò

√
n ×
√
n

òî÷åê îáû÷íîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, òî ðàçëè÷íûõ
ðàññòîÿíèé áóäåò n/

√
log n. Îöåíêà ñâåðõó âèäà n/

√
log n

íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé Ýðäåøà î ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ.
Ýòîé çàäà÷åé çàíèìàëèñü Ìîçåð (1952),
×àíã�Ñåìåðåäè�Òðîòòåð (1992), Øîéìîøè�Òîò (2001),
Êàòö�Òàðäîø (2004) è äð.

Òåîðåìà (Êàòö�Òàðäîø, 2004)

×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ëþáûìè n òî÷êàìè íà
ïëîñêîñòè íå ìåíüøå, ÷åì n0.8641.
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C ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ìåòîäà Ãóò�Êàòö ïîëó÷èëè
òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (Ãóò�Êàòö, 2012)

×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ëþáûìè n òî÷êàìè íà
ïëîñêîñòè íå ìåíüøå, ÷åì n/ log n.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò âûøå îòëè÷àåòñÿ îò âåðõíåé
îöåíêè òîëüêî ñòåïåíüþ ëîãàðèôìà.

Ñ.Â. Êîíÿãèí, È.Ä. Øêðåäîâ Âåëèêèå ïîòðÿñåíèÿ: î òåîðèè ÷èñåë â XXI âåêå



Ìíîæåñòâî A ⊆ {1, 2, . . . ,N} íå ñîäåðæèò àðèôìåòè÷åñêèå
ïðîãðåññèè äëèíû òðè, åñëè

x + y = 2z , x , y , z ∈ A =⇒ x = y = z . (1)

Íàèëó÷øàÿ îöåíêà íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà áåç ïðîãðåññèé
äëèíû òðè ïðèíàäëåæèò Áëþìó (2015), êîòîðûé äîêàçàë,
÷òî

|A| � N(log logN)4

logN
.

Íèæíèå îöåíêè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò âåðõíèõ.

Òåîðåìà (Áåðåíä, 1947)

Äëÿ âñÿêîãî N íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ {1, 2, . . . ,N} áåç
ïðîãðåññèé äëèíû òðè è òàêîå, ÷òî

|A| � N · exp(−2
√

2 ln 2 logN) .
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Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó î ìíîæåñòâàõ A ⊆ Fn
3 áåç

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà (Ìåøóëàì, 1995)

Ïóñòü A ⊆ Fn
3 íå èìååò ïðîãðåññèé äëèíû òðè. Òîãäà

|A| � 3n

n
.

Òåîðåìà (Áýéòìàí�Êàòö, 2012)

Ïóñòü A ⊆ Fn
3 íå èìååò ïðîãðåññèé äëèíû òðè. Òîãäà äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0 âûïîëíåíî

|A| � 3n

n1+c
.
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Èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâ, íå
èìåþùèõ ïðîãðåññèé äëèíû òðè, èñïîëüçóþò êîíñòðóêöèè,
ÿâëÿþùèåñÿ äåêàðòîâûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ìàëîìåðíûõ
êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ, áåç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
x + y = 2z .
Ïðèâåäåì íàèëó÷øèé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà (Ýäåëü, 2004)

Äëÿ âñÿêîãî n íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ Fn
3 áåç ïðîãðåññèé

äëèíû òðè è òàêîå, ÷òî

|A| � 2.2n .

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû åñòü è â ïðîèçâîëüíûõ Fn
p.

Ñ.Â. Êîíÿãèí, È.Ä. Øêðåäîâ Âåëèêèå ïîòðÿñåíèÿ: î òåîðèè ÷èñåë â XXI âåêå



Íåäàâíî ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ìåòîäà (ïîñòðîåíèå
ìíîãî÷ëåíà îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, çàíóëÿþùåãîñÿ íà
ìíîæåñòâå A áåç ïðîãðåññèé äëèíû òðè) áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà (Êðóò�Ëåâ�Ï. Ïàõ, 2016)

Ïóñòü A ⊆ Fn
4 íå èìååò ïðîãðåññèé äëèíû òðè. Òîãäà

|A| � 40.927n .

Ýòîò ìåòîä áûë ïåðåíåñåí Ýëëåíáåðãîì�Ãèéñâèéòîì íà
âñå ãðóïïû Fn

q. Ñôîðìóëèðóåì èõ ðåçóëüòàò â ñëó÷àå q = 3.

Òåîðåìà (Ýëëåíáåðã�Ãèéñâèéò, 2016)

Ïóñòü A ⊆ Fn
3 íå èìååò ïðîãðåññèé äëèíû òðè. Òîãäà

|A| � (2.756)n .
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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