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План выступления 

 

 Поиск равновесий в транспортных сетях 

 Универсальный метод (подобных) треугольников (УМТ) 

 Основные операции над алгоритмами: 

 mini-batch, регуляризация, рестарты, выпуклая комбинация  

 УМТ с неточным оракулом. Суперпозиция алгоритмов. Примеры 

  Прямо-двойственность УМТ 

 Условный вариант метода зеркального спуска 

 Google problem. Число итераций vs Стоимость итерации 

 Безградиентные и покомпонентные методы 

 Результаты, выносимые на защиту 
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Поиск равновесий в транспортных сетях 
 

Необходимо решать задачи выпуклой оптимизации вида 
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Парадокс Браеса (модель Бэкмана, 1, 0m   ) 
 

 

    

 

 

 

 

 

 
 

 

Корреспонденция: 4000 ,d авт час  
.up downx x d   

Равновесие: 2000 ,upx авт час 2000 ,downx авт час  

    65 .up downT x T x мин    

Равновесие (если есть ребро Up->Down): , 4000 ,up downx авт час
 

 , 80 .up downT x мин
 

Старт Финиш 

Up 

Down 

f/100 

f/100 

45 

45 

0 
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Парадокс Браеса (модель Бэкмана, , 01m   ) 
 

 

    

 

 

 

 

 

 
 

 

   
,

minln
w

p p w

p P

e e
f x x X

e E

x x df 
 

 

    ,    
0

ef

e e ef z dz   . (2) 

Платные дороги:      .
штраф

f f f f    


  (VCG – механизм); 

1750 / ,up downx x авт час   , 500 / .up downx авт час  

Старт Финиш 

Up 

Down 

f/100 

f/100 

45 

45 

0 
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Парадокс Браеса (модель Стабильной Динамики, 1, 0m   ) 
 

 
 

Корреспонденции: 13 23 121500 , 0;d d авт час d  
 

 
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, 0
,

, ,

e e e
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




 

  


   

   
1

BPR : 1 ,e e e e e
f t f f  

 
    

   

12 13 23( ) 2000 ,f f f авт час  
 13 1 ,t час

 23 30 ,t мин
 12 15 .t мин

 
Равновесие (без 1-2): 13 23 1500 ,x x авт час 

 13 1 ,T час
 23 30 .T мин

 
Равновесие (с 1-2): 13 1000 ,x авт час

 123 500 ,x авт час
 

23 1500 ,x авт час
 13 1 ,T час

 23 45 .T мин
 

Если в (2) перейти к пределу 0   , то: 
, ,
mine ee E f x f f x X

f t
   

 .
 

2

2

2 

3

2
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1

2
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Энтропийная модель расчета матрицы корреспонденций ( 1m  ) 
 

 
 

 
, 1

,

1, 1 1 1 1 1 , 1 , 0
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 ,L W

i j 
  

– потенциалы “притяжения” районов (Канторович–Гавурин).  

К сожалению, они не известны. Зато известны такие  ,i jL W , что 

1

n
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j
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1

n
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Проблема (возникающая при попытке построить многостадийную 

модель):  d T  возникает в модели расчета матрицы корреспонденций, 

а     e eT f d , где  ef d  рассчитывается согласно модели Бэкмана 

или модели Стабильной Динамики. Получается порочный круг! 

На практике проблему решали с помощью метода простых итера-

ций (искали неподвижную точку). Однако не было установлено, что 

такая процедура сходится и, тем более, не было оценок скорости схо-

димости. В диссертации предложен новый способ записи этой задачи! 

Ключевое наблюдение:  

    
 

 
,
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 (     x f x T x    , min
ij
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

  ). 

 
     A , 0; ,

, 1

ln min .
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n

ij ij
d d f x x X d
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   



  
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    
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
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   
*

*

dom
max ,w w e e

t
w OD e E

d T t t





 

 
  

 
   

где   min
w

w ep e
p P

e E

T t t




   – длина кратчайшего пути из i  в j  (Дейкстра). 
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 
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Необходимые сведения о сложности решения 

задач выпуклой оптимизации 
 

  min.
x Q

F x



 

Под решением понимаем 

  * .NE F x F    
   

N  – число вычислений (стохастического) градиента  F x . 

R  – “расстояние” от точки старта до (ближайшего) решения. 

N   
2 2

*
,E F x M  

 
    

*
F y F x L y x        

2

*
,E F x F x D   

 
 

 F x  выпуклая 2 2

2

M R


 

2LR


 

2 2

2
max ,

LR DR

 

  
 
  

 

 F x   -сильно вы-

пуклая в норме  

2M


 

2

ln
L R

 

  
  

  
 

2

max ln ,
L R D

  

    
   

    
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Универсальный метод 

Рассматривается задача выпуклой композитной оптимизации (раз-

мерность вектора x  велика)
 

      min
x Q

F x f x h x


   .                                 (3) 

Положим  2 0

*,R V x y , где прокс-расстояние (расстояние Брэгмана) 

определяется формулой 

       , ,V x z d x d z d z x z     ; 

прокс-функция   0d x   (  0 0d y  ,  0 0d y  ) считается сильно вы-

пуклой относительно выбранной нормы , с константой сильной вы-

пуклости 1 ; *x  – решение задачи (3) (если решение не единственно, 

то выбирается то, которое доставляет минимум  0

*,V x y ). 
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Предположение 1. Пусть 

   
*

,f y f x L y x


      0,1  . 

 

Предположение 2. Пусть  f x  –  -сильно выпуклая функция в 

норме , т.е. для любых ,x y Q  имеет место неравенство  

     
2

,
2

f y f y x y x y f x


      . 

Введем (в евклидовом случае 1n  ) 

 
2

,

2 ,
supn
x y Q

V x y

y x







 , n    . 
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           0

0

00 0 0

0, , ,x V x y f y f y x y hy xV x         
 

 , 

           1 1 1

1 1 , ,k k kk

k k k V xx x f y f y x hyy x     

 
       
 

 . 

Универсальный Метод Треугольника (УМТ) 

Положим 0

0 0 01A L  , 0k  , 0 0j  . До тех пор пока 

     
0 2

0 0 0 0 0 0 00 0

02
,

2

j
L

f x f y f y x y x
A

y


       , 

где  0 0

0: : arg min
x Q

x u x


  ,  
0

0 0

0

1
: :

j
A

L
  , выполнять 

0 0: 1j j  ; 0 0 0

0 0: 2
j j

L L . 
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1. 0

1 2kj

k kL L  , 1 0kj   . 

2. 

 

 
1 1

1

1 2

1 1
1

11 1
:

2 4
k k

k

kk k k

k j j
j

k k
k

A

L

A

L

A A

L

 


 




 


  
  

 
, 1 1:k k kA A    , (*) 

1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
y

A

 




 ,  1

1: arg mink

k
x Q

u x




 , 
1

1 1

1

:
k k

k k k

k

u A x
x

A

 
 




 . (**) 

До тех пор пока  

     
1

1

1

2
1 1 1 1 1 1 11,

22

k

k

k

j
k k k k k k kkL

f y f y x y f x
A

x y









             , 

выполнять 1 1: 1k kj j   ; 1 1

1 2k k kj j j

k kL L 

  ; (*), (**). 

3. Если не выполнен критерий останова, то : 1k k   и go to 1. 
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Геометрическая интерпретация  

 

         

1 1

1

1

1

1
1 1

1

,

arg min ,

.

k k
k k k

k

k

k
x Q

k k
k k k

k

u A x
y

A

u x

u A x
x

A







 









 











 

  для простоты: 0, 0h x     

 

  1 1

1Mirr k

k k

ku
u f y 

       Mirr v arg min v, , .k

k k

x x Q
x x V x x


  

kx
 

1ku 
 ku  

1ky 
 

1kx 
 

 1kf y 
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Теорема 2. Пусть предположение 1 выполняется хотя бы для 0  , и 

справедливо предположение 2 с 0   (допускается брать 0  ). То-

гда УМТ для задачи (3) сходится согласно оценке 

   minN

x Q
F x F x 


  , 

 
 

 
2

1 1 3

0,1

16
min inf ,

L R
N

 







 




 

  
 

  


 

 
 

1
2 4 61 3

2 2 21 1
1 3

1 5 710,1
1 2 61 3

8 16
inf lnn

n

L L R




 
 

 
 



   




 


 
 

 
       

   
   
     





.                 (4) 
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При этом среднее число вычислений значения функции на одной ите-

рации будет 4 , а градиента функции 2 . 

Заметим, что при этом для любого 0,1,2,...k   имеют место нера-

венства 

2
2

* 2ku x R  ,  
2 2 2

2 0 0

* *max , 4 2k kx x y x R x y     . 

Если inf  достигается при 0  , то УМТ соответствует (с точностью 

до логарифмического множителя) по оценке скорости сходимости ме-

тоду зеркального спуска, а если при 0  , то быстрому градиентному 

методу.  
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Предположим теперь, что вместо настоящих градиентов нам дос-

тупны только стохастические градиенты    ,f x f x    (можно 

обобщить на случай, когда доступны только реализации значения 

функции    ,f x f x  ).  

Предположение 3. Пусть для всех x Q  

   ,E f x f x       и    
2

*
,E f x f x D   

 
. 
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Введѐм обозначение (mini-batch’инг) 

   
1

1
,

m
m k

k

f x f x
m




   , 

где 
k  – независимые одинаково распределенные (так же как  ) слу-

чайные величины. Переопределим последовательность 

           0 0 0 0

0 0

0,, ,mx V x y f y f y x V x yy h x        
 

  , 

           1 1 1

1 1 ,,k km k

k k k

kx x f y f y x y h xV x y     

 
      
 

  . 

Тогда если дополнительно в условиях теоремы 2 имеет место предпо-

ложение 3 и на шаге 2 УМТ ввести 1

1 1 1 1: 8 kj

k k k km DA L  

    , заменив 

условие выхода из цикла следующим 
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     1

1 2
1 1 1 1 1 1 111

1

,
2 2

k

k

j
k k k k k k kkm k

k

L
f y f y x y x y

A
f x






      



      , 

то оценка (4) видоизменится следующим образом:    2 4N N  . 

При этом среднее число вычислений значения функции на одной ите-

рации будет 4 . А оценка среднего числа обращений за стохастиче-

ским градиентом примет вид 

 

 
0 22

0

2

8 864
2 min , ln 4 4

j

nD L RDR
N




  

  
   

  


.                   (5) 
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Оценки (4), (5) сохранят свой вид (немного увеличатся числовые ко-

эффициенты), если считать, что вместо оракула, выдающего градиент 

(несмещенную оценку градиента) и значение функции, у нас есть дос-

туп только к введенному Деволдером–Нестеровым–Глинѐром 

 , ,L  -оракулу с 

  N     и  
0,...,

max kj

k
k N

L L


  . 

Этот оракул на запрос, в котором указывается только одна точка x , 

выдает такую пару     , ,f x g x    (можно обобщить на случай, ко-

гда    ,f x f x   ), что для всех x Q  
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   
2

*
, ,E g x E g x D          

, 

и для любых ,x y Q  

     
2 2

, ,
2 2

L
y x f y f x E g x y x y x  


           . 

 

С точностью до числовых и логарифмических множителей оценки 

(4), (5) оптимальны (А.С. Немировский, 1979). Оптимальна и оценка 

  N     на уровень допустимого шума (Деволдер–Нестеров–

Глинѐр, 2013). 
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Рассмотрим конкретные примеры приложений описанных резуль-

татов. В этих примерах известно, что существует 1L L    (см. обо-

значения в предположении 1).  

Пример 1 (min max задачи). Рассматривается седловая задача (го-

ворят также, что функционал представим в форме Лежандра) 

    
22

max , min
xy x Ry R

f x G y By x


   , 

где функция  G y  – сильно вогнутая с константой   относительно 2-

нормы и константой Липшица градиента GL  (также в 2-норме). Тогда 

функция  f x  будет гладкой, с константой Липшица градиента в 2-
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норме  maxfL B  . Казалось бы, что можно решить задачу мини-

мизации функции  f x  за 

    2

max xB R   

итераций, где   – желаемая точность по функции. Но это возможно, 

только если мы можем абсолютно точно находить 

   *f x By x  , 

где  *y x  – решение вспомогательной задачи максимизации по y  при 

заданном x . В действительности, мы можем решать эту задачу (при раз-

личных x) лишь приближенно. Если мы решаем вспомогательную зада-
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чу УМТ с точностью 2  (на это потребуется   2lnG G yL L R   

итераций), то пара 

       2 2 2, ,G y x By x x By x   , 

где  2y x  – 2 -решение вспомогательной задачи, будет  ,2 ,0fL -

оракулом (Деволдер–Нестеров–Глинѐр, 2013). Выбирая 

  2

f xL R    , 

получим после 

  2 22

max

2
ln

f G x yG x
L L R RL B R

  

  
       
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итераций (на итерациях производится умножение матрицы B  на век-

тор/строчку и вычисление градиента  G y )  -решение задачи мини-

мизации  f x . Отметим, что если не использовать сильную вогну-

тость функции  G y , то для получения пары  ,N Nx y , удовлетворяю-

щей неравенству (что, фактически, отвечает решению исходной зада-

чи с точностью  ) 

     
22

max , min , ,
xy

N N N

x Ry R
G y By x G y By x 


     

потребуется 

   2

maxmax ,G y x yL R B R R   

итераций. □ 
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Пример 2 (min min задачи). Пусть 

   min ,
y Q

f x y x


  , 

где Q – ограниченное выпуклое множество, а  ,y x  – такая доста-

точно гладкая, выпуклая по совокупности переменных функция, что 

при ,y y Q  

       
2 2

, , , ,y x y x L y x y x       . 

Пусть для произвольного x  (для простоты здесь считаем, что nx ) 

можно найти такой  y y x Q   , что 

 max , ,y
z Q

y x y z 


     . 

Тогда 
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   ,y x f x    , 

   
22

f x f x L x x     , 

и 

    , 2 , ,yy x y x      

будет  6 ,2 ,0L -оракулом для  f x . □ 

Этот пример, оказался полезным для решения двойственной задачи 

(1) с помощью УМТ (с 0  ). 

 

 



29 
 

Пример 3 (восстановление матрицы корреспонденций в ком-

пьютерной сети по замерам потоков на линках). а) Рассмотрим 

следующую задачу выпуклой композитной оптимизации (вместо ог-

раничения 
1

1
n

k

k

x


  можно рассматривать ограничение 
1

1
n

k

k

x


 ) 

 

1

2

2
1 1, 0

1
ln min

2 n

k

k

n

k k

k x x

F x Ax b x x



  

   


 . 

Разберем два случая а)  0 2ln n    – мало (сильную выпуклость 

композита в 1-норме можно не учитывать); б)  2ln n   – доста-

точно большое (сильную выпуклость композита в 1-норме необходи-

мо учитывать). 

Выберем норму в прямом пространстве 
1

 . Положим 
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 
2

2

1

2
f x Ax b  ,  

1

ln
n

k k

k

h x x x


  ,  
1

1 0 : 1
n

n k

k

Q S x x


 
    

 
 , 

2

1,..., 2
max

k

k n
L A


 , где 

k
A  – k -й столбец матрицы A. Для случая а) мож-

но выбирать  
1

ln ln
n

k k

k

d x n x x


  . Тогда    
1

, ln
n

k k k

k

V x z x x z


 , 

2 lnR n . 

Здесь имеет место ситуация, когда композит совпадает по форме с 

прокс-расстоянием (энтропийного типа), и шаг итерации УМТ (с 

0  ) осуществим по явным формулам. Таким образом, стоимость 

итерации будет   nnz A , где  nnz A  – число ненулевых элементов 

в матрице A (считаем, что это число n ). Оценка числа итераций бу-

дет иметь вид (см. теорему 2) 
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2

1,..., 2
max ln

.

k

k n
A n

N




 
 

  
 
 

 □ 

К сожалению, использовать УМТ в случае б) нельзя, поскольку 

сильно выпуклым является композит, а не гладкая часть функционала 

 f x . Однако можно на базе УМТ (с 0  ) построить с помощью 

рестартов оптимальный метод. Описываемые далее (во многом из-

вестные) конструкции позволяют переносить алгоритмы с сильно вы-

пуклых задач на не сильно выпуклые задачи и наоборот, сохраняя при 

этом оптимальность. Эти конструкции (наряду с mini-batch’ингом и 

переходом к двойственной задаче) являются основными операциями, 

которые активно используются на протяжении всей диссертационной 

работы. 
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Введем семейство  -сильно выпуклых в норме  задач ( 0  ) 

     0, min
x Q

F x F x V x y 


   .                               (6) 

Пусть *F   – оптимальное значение в задаче (6), а *F  – в задаче (3). 

Утверждение 1 (регуляризация). Пусть 

  20

*
22 , RV x y

 
   , 

и удалось найти 2 -решение задачи (6), т.е. нашелся такой Nx Q , 

что 

  * 2NF x F    .  

Тогда  

  *

NF x F   . 
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Утверждение 2 (рестарты). Пусть справедливо предположение 1 с 

1   ( 1L L ), функция  F x  –  -сильно выпуклая в норме . Пусть 

точка  0Nx y  выдается УМТ (с 0  ), стартующим с точки 0y , по-

сле 

16 nL
N




  

итераций, где (следует сравнить с введенным ранее n ) 

 0

2
0

2 ,
sup .n
x Q

V x y

x y







 

Положим    
1

0 0N Nx y x y  
 

 и определим по индукции 
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    
1

0 0
k k

N N Nx y x x y


   
   

, 1,2,...k  . 

При этом на 1k   перезапуске (рестарте) также корректируется 

прокс-функция (считаем, что так определенная функция корректно 

определена на Q с сохранением свойства сильной выпуклости) 

    1 0 0 0
k

k Nd x d x x y y     
 

, 

чтобы   1 0 0
k

k Nd x y   
 

,   1 0 0
k

k Nd x y   
 

. Тогда 

  
2

0

*0

* 12

k
N

k

y x
F x y F





   
 

. 
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Пример 3. б) В этом случае следует использовать рестарт-технику 

(см. утверждение 2). Но для выбранной в п. а) функции  ,V x z  (рас-

стояние Кульбака–Лейблера) процедура рестартов некорректна. Од-

нако существует другой способ выбора прокс-функции 

 
 

21

2 1 a
d x x

a



, 

2ln

2ln 1

n
a

n



. 

В этом случае имеем  2 lnR n  ,  lnn n  . Сложность выполне-

ния одной итерации (дополнительная к вычислению градиента глад-

кой части функционала   nnz A ) определяется тем, насколько эф-

фективно можно решить задачу следующего вида 



36 
 

 
 

2

1
1

, ln min .
n

n

k ka x S
k

F x c x x x x




   
                        

(7) 

В конце второй главы показывается (на базе концепции неточного 

оракула) с помощью перехода к двойственной задаче и ее (прибли-

женного) решения с помощью прямо-двойственной версии метода эл-

липсоидов, что задачу (7) можно решить за   2lnn n   арифмети-

ческих операций, что в типичных ситуациях много меньше 

  nnz A . При этом (см. утверждение 2 и теорему 2) необходимое 

число итераций можно оценить следующим образом 
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2

1,..., 2

2

max ln
log .

k

k n
A n

N


 



 
   

    
   

 

 

Заметим, что из этой формулы с помощью утверждения 1 можно по-

лучить (с точностью до ln n ) оценку примера 3 а). □  

Этот пример имел одной из своих целей продемонстрировать, что 

для большого класса задач отсутствие явных формул для шага итера-

ции – не есть сколько-нибудь сдерживающие обстоятельство для ис-

пользования метода. 
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Регуляризация 2R   

N   
2 2

*
,xE f x M  

 
    

*
f y f x L y x        

2

*
,xE f x f x D   

 
 

 F x   -сильно вы-

пуклая в норме  

2M


 

2

ln
L R

 

  
  

  
 

2

max ln ,
L R D

  

    
   

    

 

 F x  выпуклая 2 2

2

M R


 

2LR


 

2 2

2
max ,

LR DR

 

  
 
  

 

Техника рестартов 

N   
2 2

*
,xE f x M  

 
    

*
f y f x L y x        

2

*
,xE f x f x D   

 
 

 F x  выпуклая 2 2

2

M R


 

2LR


 

2 2

2
max ,

LR DR

 

  
 
  

 

 F x   -сильно вы-

пуклая в норме  

2M


 

2

ln
L R

 

  
  

  
 

2

max ln ,
L R D

  

    
   

    
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Прямо-двойственные методы 

Пусть требуется решать задачу 

 
,

min
Ax b x Q

g x
 

 ,                                               (8) 

где функция  g x  – 1-сильно выпуклая в p -норме  1 2p  . Постро-

им двойственную задачу (см. также пример 1) 

    max , min
yx Q

f y y b Ax g x


    .                             (9) 

Во многих важных приложениях основной вклад в вычислительную 

сложность внутренней задачи максимизации дает умножение Ax , TA y.  



40 
 

Это так, например, для сепарабельных функционалов 

   
1

n

k k

k

g x g x


  

и параллелепипедных ограничениях Q . В частности, это имеет место 

для задач энтропийно-линейного программирования (ЭЛП), возни-

кающих при расчете матрицы корреспонденций, в которых имеется 

явная формула  x y . 

Положим 
2

21
max

p
x

L Ax


 . В частности, для задачи ЭЛП 1p  , т.е. 

2

1,..., 2
max

k

k n
L A


 , где 

k
A  – k -й столбец матрицы 

k
A . Для задачи поиска 

вектора PageRank (см. ниже) 2p  , т.е.    max max

TL A A A   . 
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Пусть УМТ (с 0  ) с 
2
,   

2

2

1
,

2
d y y  

0 0,y   для задачи 

(9) генерирует “модельные” точки  ky  (на основе которых строятся, 

по Ю.Е. Нестерову, модели функционала задачи  k y ), а выдает в 

итоге Ny . Положим 

 
0

N
N k

k

k

x x y


 , k k NA  . 

Поскольку ( *x  – решение задачи (8)) 

       *

N N Ng x g x f y g x   , 

то следующий результат, позволяет с контролируемой точность вос-

становить решение задачи (8). 
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Теорема 3. Пусть нужно решить задачу (8) посредством перехода 

к задаче (9), исходя из выписанных выше формул. Выбираем в качест-

ве критерия останова УМТ (с 0  ) выполнение следующих условий 

   N Nf y g x   , 
2

NAx b    . 

 Тогда метод гарантированно остановится, сделав не более чем 

2

6 max ,
LR LR

 

  
  

  


 

итераций, где 
22

* 2
R y , *y  – решение задачи (9) (если решение не 

единственно, то можно считать, что выбирается то *y , которое 

доставляет минимум 
2R ). 
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Метод зеркального спуска 

Рассмотрим задачу выпуклой условной оптимизации  

 
  0,
min

g x x Q
f x

 
 .                                          (10) 

Под решением этой задачи будем понимать такой N nx Q   , что с 

вероятностью 1    имеет место неравенство (определение fM , gM  

см. ниже) 

  *

fN

f g

g

M
f x f

M
    ,  N

gg x  ,                         (11) 

где  * *f f x  – оптимальное значение функционала в задаче (10), *x  – 

решение задачи (10). Выберем точку старта  1 arg min
x Q

x d x


 . Счита-
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ем, что  1 0d x  ,  1 0d x  . Как и для УМТ определим 

 2 1

*,R V x x , где *x  – решение задачи (10) (если решение не единст-

венно, то выбирается то, которое доставляет минимум  1

*,V x x ). Рас-

смотрим сначала случай ограниченного множества. Тогда можно так-

же определить  2

,
max ,
x y Q

R V y x


 . Будем считать, что имеется такая по-

следовательность независимых случайных величин  k  и последова-

тельности   , k

x f x  ,   , k

xg x  , 1,...,k N , что имеют место 

следующие соотношения 

   ,k

k

xE f x f x


  
 

,    ,k

k

xE g x g x


  
 

;                 (12) 
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 
2

2

*
, k

x ff x M  ,  
2

2

*
, k

x gg x M                           (13) 

или 

 
2

2

*
,k

k

x fE f x M


  
  

,  
2

2

*
,k

k

x gE g x M


  
  

 .             (14) 

На каждой итерации 1,...,k N  нам доступен стохастический (суб-

)градиент  , k

x f x   или  ,k k

xg x   в одной, выбранной нами (мето-

дом), точке kx . Определим оператор “проектирования” согласно вве-

денному прокс-расстоянию 

    Mirr v arg min v, ,k

k k

x y Q
y x V y x


   . 

МЗС для задачи (10) будет иметь вид  
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Метод зеркального спуска (МЗС) 

    

    

1

1

= Mirr , ,   если ,

= Mirr , ,   если ,

k

k

k k k k

f x gx

k k k k

g x gx

x h f x g x

x h g x g x

 

 





 

 
                   (15) 

где 2

g g gh M ,  f g f gh M M , 1,...,k N . Обозначим через I  мно-

жество индексов k , для которых  k

gg x  . Введем также обозначе-

ния 

   1,...,N N ,   \J N I , 
IN I , 

JN J , 
1N k

k II

x x
N 

  . 

В сформулированной далее теореме, предполагается, что последо-

вательность  
1

1

N
k

k
x




 генерируется методом (15). 
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Теорема 4. Пусть справедливы условия (12), (14). Тогда при любом 

2 2

2

2
1

g

g

M R
N


   

выполняются неравенства   1IE N   и 

  *

N

fE f x f    
 

,  N

gg x   . 

Пусть справедливы условия (12), (13). Тогда при любом 

2 2

2

81 1
ln

g

g

M R
N

 

 
  

 
 

 c вероятностью 1    выполняются неравенства 1IN   и (11): 

  *

N

ff x f   ,  N

gg x  . 
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В случае неограниченного множества Q  и отсутствия ограничения 

  0g x   приведенная теорема останется верной, если заменить в ее 

формулировке R  на  max ,R R , где *sup
x Q

R x x


 


 ,  

  2 2

*: 65 ln 4 .Q x Q x x R N      

 При этом с вероятностью 1 2   имеет место включение 

 
1

1

N
k

k
x Q




  . 
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Google problem (PageRank) 

Описанный МЗС (в рандомизированном, но не условном варианте, 

с 
1

  и прокс-функцией энтропией) лежит в основе ряда подхо-

дов поиска вектора PageRank (Назина–Поляка, Юдицкого–Лана–

Немировского–Шапиро, Григориадиса–Хачияна, см. таблицу 1 ниже – 

примечательно, что в последнем случае рандомизация осуществляется 

при “проектировании” на симплекс, а не при замене градиента его не-

смещенной случайной оценкой, как в других двух подходах). 
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Известно, что поисковая система Google была создана в качестве 

учебного проекта студентов Л. Пейжда и С. Брина из Стэнфордского 

университета. В 1998 г. Лари Пейждом и Сергеем Брином был пред-

ложен специальный способ ранжирования web-страниц. Этот способ, 

также как и довольно большой класс задач ранжирования, возникаю-

щих, например, при вычислении индексов цитирования ученых или 

журналов, сводится  к нахождению левого собственного вектора *p  

(нормированного на единицу: 
1

1
n

k

k

p


 , 0kp  ), отвечающего собст-

венному значению 1, некоторой стохастической (по строкам) матрицы 
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,

, 1

n n

ij i j
P p


 , т.е. *p  – решение в классе распределений вероятности 

системы 
T Tp p P , 1n  (предполагаем, что имеется всего один класс 

сообщающихся состояний, поэтому решение единственно).  

Приведем краткое резюме сложностных оценок основных алгорит-

мов поиска вектора PageRank. “Сложность” понимается как количест-

во арифметических операций типа умножения двух чисел, которые 

достаточно осуществить, чтобы с вероятностью не меньше 1   дос-

тичь точности решения   по “Целевому” функционалу (во всех при-

водимых оценках сложности мы опускаем аддитивное слагаемое 

 n , отвечающее за препроцессинг). 
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Метод Условие Сложность Цель (min) 

Назина–Поляка нет  
2

lnn n 



 
 
 

 

2

2

TP p p  

методы Ю.Е. Нестерова S  2

2

lns n



 
 
 

 2

TP p p  

вариация алгоритма 

Юдицкого–Лана–

Немировского–Шапиро 

нет  
2

lnn n 



 
 
 

 

TP p p


  

Нестерова–

Немировского 

G, S 2
ln

sn

 

 
 
 

 * 1
p p  
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Поляка–Трембы S 2sn


 1

TP p p  

Д. Спилмана G, S 2 1
ln

s

 

  
   

  
 *p p


  

вариация метода услов-

ного градиента из пара-

графа 2 главы 4 

S   2 2

2

lns n s



 
 
 
 

 
2

TP p p  

вариация метода Григо-

риадиса–Хачияна из па-

раграфов 1, 2 главы 4 

S   
2

ln lns n n 



 
 
 

 

TP p p


  
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MCMC в варианте пара-

графа 1 главы 4 (см. 

также Приложение) 

SG  
2

ln lnn n 



 
 
 

 * 2
p p  

прямой ACRCD* из гла-

вы 5 с 1 2   

S sn



 
 
 

 

2

2
Ap b  

двойственный ACRCD* 

из главы 5 с 1 2   (см. 

также главу 3) 

S LR
sn



 
 
 
 

 
2

Ap b  

Таблица 1 
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В таблице 1 использовались следующие обозначения 

 
1 1

TP I
A

 
  
 
 

, 

0

0

1

b

 
 
 
 
 
 


, 

2
1

2
1

1

1

n

k

k

L A
n





 
   

 , 

где kA  – вектор, находящийся в k -й строке матрицы A, а R  определя-

ется  в теореме 3 для пары задач (8), (9), в которых 

x p ,  
21

2
g x x , nQ   . 
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Покомпонентные методы 

В развитие примера 3, в котором использовалась Minimal Mutual In-

formation Model для восстановления матрицы корреспонденций по за-

мерам потоков на линках (ребрах) в большой компьютерной сети, 

изучена и другая модель восстановления матрицы корреспонденций 

(Tomogravity Model), приводящая к задаче  

22

2 2
min

2 2 ng
x

L
Ax b x x




   


. 

Для этой задачи можно построить двойственную 

   
2 2 2 2

2 222

1 1
min

2 2 m

T

g g
y

x A y x y b b
L 

     


. 
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В реальных приложениях битовая матрица Кирхгофа A 

( 5 810 10m n  ) является сильно разреженной (в среднем s m  не-

нулевых элементов в каждом столбце и в среднем s sn m  ненулевых 

элементов в каждом столбце). Используя эту специфику, в главе 5 

предлагаются ускоренные покомпонентные методы решения прямой и 

двойственной задачи,  общее время работы которых (с точностью до 

множителя  1ln    – это отражено волной в   ), соответственно, 

прям Ls
T sn



 
  

 

 , двойств Ls
T sn



 
  

 

 . 

Отсюда можно сделать довольно неожиданный вывод: при m n  

стоит решать прямую задачу, а в случае m n  – двойственную. Пер-

вый случай соответствует приложениям к изучению больших (компь-
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ютерных) сетей. Второй случай соответствует задачам, приходящим 

из анализа данных. 

К сожалению, в общем случае для рандомизаций, отличных от по-

компонентных, отмеченные выше преимущества исчезают (во всяком 

случае, с точки зрения имеющейся сейчас теории). Зато, используя 

рандомизацию на евклидовой сфере, можно существенно сократить 

число итераций за счет евклидовой асимметрии множества, на кото-

ром происходит оптимизация (эти результаты представляются не 

только новыми, но и весьма неожиданными). Пусть рассматривается 

задача минимизации p -сильно выпуклой в p -норме функции  f x  
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на множестве Q, например, единичном шаре в p -норме с оракулом, 

выдающим производную по случайно выбранному на евклидовой 

сфере направлению или ее дискретную аппроксимацию – для безгра-

диентного оракула. Пусть выбрана норма 
p

 , 1 2p  , 

1 1 1p q  , 
2R  – “расстояние” Брэгмана от точки старта до решения, 

согласованное с этой нормой (см. главу 2). Пусть в предположении 1 

2
  и 2M  соответствует 0L , а 2L  соответствует 1L . Тогда сущест-

вуют такие модификации МЗС и метода треугольников, которые при-

водят к следующим (оптимальным) оценкам (следует сравнить эти 
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оценки с оценкой (4) в двух наиболее интересных ситуациях 0   и 

1  ), соответственно, 

   
2 2 2

2 22 2

2
min ,q q

p

M R M
n n

  

    
        
    

   , 

   
2

1 1 2 1 1 22 2min , .q q

p

L R L
n n

 

 
    
         
     

    

Получены оценки на уровень допустимого шума не случайной 

природы, при котором выписанные оценки сохраняют вид. Оценки 

можно распространить (подобно (4), (5)) и на задачи стохастической 

оптимизации. 
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Результаты, выносимые на защиту 

 Показано, что на модель расчета матрицы корреспонденций можно 

смотреть как на (энтропийно-регуляризованную) разновидность 

модели Бэкмана. 

 Получен оригинальный вывод модели Стабильной Динамики из 

модели Бэкмана с помощью вырождения  функций затрат на про-

хождения ребер методом внутренних штрафов. 

 Предложен общий способ формирования вариационных принципов 

для поиска равновесий в многостадийных транспортных моделях.  
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 Предложена вариация универсального быстрого градиентного ме-

тода Ю.Е. Нестерова, самонастраивающегося на гладкость задачи 

для сильно выпуклых задач композитной оптимизации. Предло-

женную вариацию удалось распространить и на задачи стохасти-

ческой оптимизации. Получены оценки скорости сходимости, по-

казывающие, что предложенный метод является равномерно оп-

тимальным (по числу итераций, с точностью до числового множи-

теля) для общего класса задач выпуклой оптимизации. Описывае-

мая линейка универсальных методов активно использовалась в 

диссертации при разработке комплекса программ для расчета раз-

личных блоков многостадийной транспортной модели. 
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