
Аналитические свойства решений
трехмерной нелинейной динамической системы

(Analytical properties of solutions
of three-dimensional nonlinear dynamical system)

В. В. Цегельник (V. V. Tsegel’nik)

Белорусский государственный университет информатики

и радиоэлектроники, Минск, Республика Беларусь

tsegvv@bsuir.by

Система уравнений






ẋ = y(x2 + z − 1) + ax,

ẏ = x(−x2 + 3z + 1) + ay,

ż = −2z(b + xy)
(1)

(система Рабиновича–Фабриканта [1] с неизвестными функциями x, y, z

независимой переменной t (a, b — произвольные фиксированные пара-
метры)) моделирует процесс нелинейного взаимодействия волн в плаз-
ме. Она оказывается полезной при описании процессов, протекающих
в вязкой среде (жидкой или газообразной), при возникновении волн
Толлмина–Шлихтинга и др. При стандартных значениях a = 0.87,
b = 1.1 в модели (1) наблюдается детерминированный хаос, а ее притя-
гивающее множество представляет собой странный аттрактор [2].

Новые качественные свойства решений системы (1) получены в [3]
(смотри также [4]) с учетом новых подходов к исследованию динами-
ческих систем, изложенных в [5]. В частности, доказано существование
в (1) скрытых хаотических аттракторов при определенных значениях a

и b.
На основании известной гипотезы [6] о несовместимости выполне-

ния для системы свойства Пенлеве с хаотичностью ее поведения, ак-
туальным является исследование аналитических свойств решений си-
стемы (1). Под свойством Пенлеве (в предположении, что независимая
переменная t является комплексной) будем понимать отсутствие у об-
щего решения системы (1) подвижных критических особых точек [7, 8],
т.е. возможность наличия только подвижных полюсов.

Одним из алгоритмов, обеспечивающих проверку выполнения усло-
вий, необходимых для наличия у дифференциального уравнения свой-
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ства Пенлеве является формальный тест Пенлеве [9, 10] (алгоритм
Ковалевской–Гамбье [11]).

Теорема 1. Система (1) ни при каких значениях параметров a, b

не проходит формальный тест Пенлеве и, следовательно, не обладает

свойством Пенлеве.

Доказательство утверждения следует из того, что для системы (1)
ни при каких a и b не выполняется первый (из трех) шаг формального
теста Пенлеве.

Система (1) в общем случае обладает симметрией x(t) → −x(t),
y(t) → −y(t), z(t) → z(t).

Если a = b = 0, то (1) сохраняет свой вид при следующих преобразо-
ваниях:

а) x(t) → −x(−t), y(t) → y(−t), z(t) → z(−t).
б) x(t) → x(−t), y(t) → −y(−t), z(t) → z(−t).

Теорема 2. Система (1) при a = 0 имеет решение вида

x =
x−1

τ
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+ x1τ
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2 + x3τ
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2 + . . . , (2)

y =
ix−1

τ
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+ y1τ
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2 + . . . , (3)

z = z0τ + z1τ
2 + . . . , (4)

где τ = t − t0, x2

−1
= i

2
, i2 = −1, z0, x1(y1), t0 — произвольные посто-

янные, причем 3

2
x1 − iy1

2
= −ix−1. Ряды (2)–(4) сходятся в области

0 < |τ | < ρ, ρ > 0.

В том, что разложения (2)–(4) зависят от трех произвольных посто-
янных, легко убедиться непосредственной подстановкой рядов в урав-
нения системы (1). Для доказательства сходимости разложений (2)–(4)
достаточно ввести преобразования

τ = s2, x =
1

s
(x−1 + u1(s)), y =

1

s
(ix−1 + u2(s)), z = s2(z0 + u3(s)),

переводящие систему (1) в систему Брио и Буке и воспользоваться сле-
дующим результатом (см. теорему A.12 из [12, с. 272]):

Если система Брио и Буке

su′

j = fj(s, u1, u2, . . . , un), ′ =
d

ds
(5)
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с аналитическими в некоторой окрестности точки s = u1 = · · · = un = 0
функциями fj , j = 1, 2, . . . , n, с условиями fj(0, . . . , 0) = 0, допускает
формальное решение

uj(s) =

∞
∑

k=1

cjksk, cjk ∈ C, (6)

то разложение (6) сходится в области 0 < |s| < ρ1, ρ1 > 0.

Теорема 3. Система (1) в случае a = −b имеет неавтономный

первый интеграл x2 + y2 + 4z = Ce2at, где C — произвольная посто-

янная.

Следствие. Система (1) при a = b = 0 имеет интеграл энергии [1]
x2 + y2 + 4z = E, где E — произвольная постоянная.

Теорема 4. Система (1) в случае a = b = 0 не обладает хаотиче-

ским поведением.

В силу следствия систему (1) можно свести к двумерной автономной
системе. Но согласно [13] решения автономных систем с двумерным фа-
зовым пространством не могут быть хаотичными.
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