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Изучение проблемы о существовании замкнутых геодезических необ-
ратимых финслеровых метрик было инициировано Д.В. Аносовым в [1].
Мы, следуя [2], изложим некоторые результаты о вычислении когомо-
логий пространств нестягиваемых замкнутых кривых в компактных
пространственных формах и продемонстрируем, как они могут при-
меняться для доказательства существования замкнутых геодезических
финслеровых метрик.

Пусть

M = Sn/Γ, n ≥ 2,

где Γ свободно действует изометриями на n-мерной сфере, Λ(Mn) =
= H1(S1, M) — пространство всех H1-отображений

γ : [0, 1] → M, f(0) = f(1),

окружности S1 = R/Z в M , Ωx(M) — подпространство в Λ(M), образо-
ванное петлями, начинающимися и заканчивающимися в γ(0) = γ(1) =
= x ∈ M , и Π+(M) и Π(M) — фактор-пространства пространства Λ(M)
относительно действия SO(2)(= S1):

ϕ · γ(t) = γ(t + ϕ), ϕ ∈ S1 = R/Z,

и действия O(2), соответственно. Здесь действие O(2) является расши-
рением действия SO(2) с помощью инволюции

σ · f(t) = f(−t).

Пусть h ∈ π1(M, x0), h реализуется отображением ω : [0, 1] → M , где
ω(0) = x0, и [h] — соответствующий свободный гомотопический класс
замкнутых кривых: [h] ∈ [S1, M ]. Мы обозначим через

ΛM [h] ⊂ ΛM и LM [h] ⊂ LM
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связные компоненты пространств ΛM и LM , образованные кривыми из
класса [h], а через hi, i = 1, 2, . . . , — автоморфизм

hi : πi(M, x0) → πi(M, x0),

отвечающий стандартному действию h ∈ π1 на πi.

Теорема 1. Пусть h 6= 1 ∈ π1(M). Тогда

1) при i ≥ 2

πQ
i
(ΛM [h])) =

{

Q при i = 4k − 2, 4k − 1,

0 в противных случаях

для M = S2k/Z2 = RP 2k и

πQ
i
(ΛM [h])) =

{

Q при i = 2k, 2k + 1,

0 в противных случаях

для M = S2k+1/Γ;
2)

π1(ΛM [h]) = C(h) = Zr(h) for n ≥ 3,

где C(h) = Zr(h) ⊂ Γ — централизатор h в Γ, и

π1(ΛRP 2[h]) = Z4.

Здесь

πQ
i
(X) = πi(X) ⊗Z Q, i ≥ 2.

Фактор-пространство произведения LM [h]×ESO(2) по диагональному
действию SO(2) обозначим через LM [h]SO(2), когомологии этого про-
странства называются SO(2)–эквивариантными когомологиями про-
странства LM [h].

Теорема 2. Пусть h 6= 1 ∈ π1(M). Тогда

1) при i ≥ 2

πQ
i
(LM [h]SO(2)) =

{

Q при i = 2, 4k − 2, 4k − 1,

0 в противных случаях,

если M = S2k/Z2 = RP 2k, и

πQ
i
(LM [h]SO(2)) =

{

Q при i = 2, 2k, 2k + 1,

0 в противных случаях,

если M = S2k+1/Γ;
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2) для нечетных n ≥ 3 пространства LM [h]SO(2) гомотопически

просты и

π1(LM [h]SO(2)) = C(h)/Z[h] для нечетных n ≥ 3,

где C(h) ⊂ Γ — централизатор h в Γ и Z[h] — подгруппа в C(h), по-

рожденная элементом h;
3) при n ≥ 1

π1(LRP 2n[h]SO(2)) = 0.

Имеет место

Следствие 1. Для каждой необратимой финслеровой метрики

на RP 2 все замкнутые геодезические которой невырожденны по Мор-

су, существует по меньшей мере две различные нестягиваемые за-

мкнутые геодезические.

Вывод аналогичного результата для n ≥ 3 сводится к решению неко-
торых задач теории чисел. С использованием указанных выше теорем
из [2] это было недавно сделано в [3]. Заметим, что при n = 3 аналогич-
ный результат был получен ранее в [4].
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