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Рассматривается задача о движении Частицы в гравитационном по-
ле Солнца, Земли и Луны. В рамках подвижной системы координат,
связанной с Землей и Луной исследуется плоская бициркулярная огра-
ниченная задача четырех тел Солнце–Земля–Луна–Частица. В окрест-
ности треугольных точек либрации системы Земля–Луна существуют
устойчивые периодические движения [1]. Наличие периодических тра-
екторий объясняет непостоянство наблюдения облаков Кордылевско-
го — гипотетических скоплений космической пыли в окрестности тре-
угольных точек либрации системы Земля–Луна [2, 3]. Предлагаемое ис-
следование базируется на анализе эволюции функции распределения
частиц в фазовом пространстве в окрестности периодического движе-
ния [4].

Постановка задачи. Мы исследуем плоскую бициркулярную за-
дачу четырех тел на примере движения Частицы в гравитационном по-
ле Земли (E), Луны (M) и Солнца (S). Земля и Луна движутся вокруг
их общего центра масс О с постоянной угловой скоростью ω1. В каче-
стве единиц массы, длины и времени выберем суммарную массу Земли
и Луны, |EM | = 1, ω−1

1
= 1. Барицентр O движется по круговой орбите

с центром S и радиусом R = 389.18, с постоянной угловой скоростью
ω = 1/13.36. Движение Частицы рассматриваем во вращающейся си-
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стеме координат с центром в точке O, ось Ox направлена от Земли к
Луне. Период обращения рассматриваемой системы равняется одному
синодическому месяцу (29дней 12часов 44минут).

За начальное время t = 0 мы возьмем момент полнолуния, то есть
момент, когда Солнце, Земля и Луна находятся на одной прямой. Тогда
уравнения движения Частицы в форме Лагранжа имеют вид:

ẋ = u, ẏ = v,

u̇ = 2v + (1 − ω2)x + 3ω2 cos p(x cos p − y sin p) − (1 − µ)(x + µ)r−3+

+µ(1 − µ − x)l−3,

v̇ = −2u + (1 − ω2)y − 3ω2 sin p(x cos p − y sin p) − (1 − µ)yr−3 − µyl−3,

где µ = 0.0122 — масса Луны, p = (1 − ω)t — угол между
−→
SO и

−−→
EM ,

r =
√

(x + µ)2 + y2 и l =
√

(1 − x − µ)2 + y2 — расстояния от частицы
до Земли и Луны соответственно. Представленный вид уравнения дви-
жения имеют, когда отбрасываются слагаемые лагранжиана порядка
1/R. Описанная задача имеет периодические решения [3]. Будем рас-
сматривать устойчивое в линейном периодическое решение с периодом
T = 2π/(1−ω), охватывающее точку либрации L4 системы Земля–Луна,
с началом в точке A (0.7274, 0.815, 0.0742, −0.2113).

Численное моделирование функции распределения. Рассмо-
трим ансамбль частиц одинаковой массы. Если между частицами отсут-
ствует взаимодействие, то ансамбль статистически эквивалентен тесто-
вой частице P(x,y,u,v) c функцией распределения ρ(x, y, u, v, t), описы-
ваемой уравнением Лиувилля:

∂ρ

∂t
+ ẋ

∂ρ

∂x
+ ẏ

∂ρ

∂y
+ u̇

∂ρ

∂u
+ v̇

∂ρ

∂v
= 0.

Это однородное линейное уравнение в частных производных первого
порядка. Его решение постоянно вдоль характеристик, уравнения кото-
рых совпадают с уравнениями движения частицы.

Рассмотрим прямоугольную область фазового пространства:

[x0 − 0.5wx; x0 + 0.5wx] × . . . × [v0 − 0.5wv; v0 + 0.5wv],

где wx, wy, wu, wv — длины сторон прямоугольного четырехмерного
параллелепипеда, ограничивающего область фазового пространства с
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центром в точке (x0, y0, u0, v0). Разобьем область равномерной по каж-
дой координате сеткой.

Численное моделирование функции распределения ρ(x, y, u, v, t) ча-
стиц в фазовом пространстве основано на интегрировании уравнений
движения Частицы для всех узлов сетки назад по времени до опреде-
ленного момента, где задано начальное распределение ρ0(x, y, u, v). При
этом функция распределения будет постоянна вдоль траектории в фа-
зовом пространстве, следовательно на начальном и конечном отрезке
одной траектории в фазовом пространстве будет сохраняться значение
функции распределения. Таким образом получим значения функции
распределения для всех узлов сетки в рассматриваемой области фазо-
вого пространства.

В качестве точки (x0, y0 , u0, v0) последовательно берутся точки A,
B, P принадлежащие периодической траектории, соответствующие мо-
ментам времени t = 0, t = T/2, t = 0.3024T (P — точка периодической
траектории, находящаяся на линии визирования с Земли точки либра-
ции L4).

Начальное распределение задается в виде

ρ0(x, y, u, v) =
σ1σ2

π2
exp(−σ1((x−x1)

2+(y−y1)
2)−σ2((u−u1)

2+(v−v1)
2)),

где σ1, σ2 — параметры модели, (x1, y1, u1, v1) = A.

Грубая энтропия. Полученная в узлах сетки функция распреде-
ления позволяет вычислить грубую энтропию, которая является функ-
ционалом, обобщающим обычную энтропию Гиббса [5, 6]. Функция рас-
пределения в узлах рассматривается как грубая плотность. Грубая эн-
тропия вычисляется по формуле

s(t) = −
∑

a,b,c,d

dµρ(xa, yb, uc, vd, t) ln ρ(xa, yb, uc, vd, t),

где dµ — мера элемента фазового пространства,

dµ =
wxwywuwv

(Nk − 1)(Nl − 1)(Nn − 1)(Nm − 1)
,

Nk, Nl, Nm, Nn — количество узлов сетки по x, y, u, v соответственно.
Полученная грубая энтропия имеет тенденцию к возрастанию со вре-

менем до некоторого предельного значения для каждого рассмотренно-
го участка фазового пространства, но не является монотонной.
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