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При математическом моделировании дискретных динамических си-
стем возникают разностные (или рекуррентные) уравнения. Например,
развитие многих биологических популяций с неперекрывающимися по-
колениями (к которым можно отнести популяции некоторых видов на-
секомых, рыб, однолетних растений) определяется уравнением

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, . . . , (1)

где xn+1 — размер популяции в момент времени n+1 выражается через
размер популяции xn в предыдущий момент времени. Свойства реше-
ний таких уравнений хорошо изучены и описаны, в частности, в рабо-
тах [1, 2]. К наиболее известным результатам можно отнести теорему
А.Н. Шарковского [2, гл. 3] о сосуществовании циклов различной дли-
ны и утверждение американских математиков Т. Ли и Дж. Йорка [3] о
связи между наличием цикла периода три и существованием несчетного
множества хаотических решений.

Рассмотрим обобщение модели (1) в предположении, что в каждый
момент времени n функция f зависит также от случайного параметра
ωn, принимающего значения в множестве Ω. Получим вероятностную
модель, заданную разностным уравнением

xn+1 = f(ωn, xn), (ωn, xn) ∈ Ω × I, n = 0, 1, . . . , (2)

где Ω — заданное множество с сигма-алгеброй подмножеств Ã, на кото-
рой определена вероятностная мера µ̃, I = [a, b]. Предполагаем, что для
каждого ω ∈ Ω функция x 7→ f(ω, x) непрерывно дифференцируема.

Приведем результаты работы [4], в которой для данной вероятност-
ной модели получены условия существования притягивающего и оттал-
кивающего циклов длины k > 1, а также условия, при которых решения
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хаотические с вероятностью единица. Покажем, что хаотические реше-
ния существуют в том случае, когда уравнение со случайными парамет-
рами (2) либо не имеет ни одного цикла, либо все циклы отталкивающие
с вероятностью единица.

Введем в рассмотрение вероятностное пространство (Σ, A, µ), где Σ
означает множество последовательностей σ = (ω0, ω1, . . . , ωn, . . .) ∈ Ω∞,

система множеств A является наименьшей сигма-алгеброй, порожден-
ной цилиндрическими множествами

Dn
.
= {σ ∈ Σ: ω0 ∈ Ω0, . . . , ωn ∈ Ωn}, где Ωj ∈ Ã, j = 0, . . . , n,

и определим меру µ̃(Dn) = µ̃(Ω0) · µ̃(Ω1) · . . . · µ̃(Ωn). Тогда на измери-
мом пространстве (Σ, A) существует единственная вероятностная мера
µ, которая является продолжением меры µ̃ на сигма-алгебру A.

Приведем определения и достаточные условия существования при-

тягивающего и отталкивающего циклов для уравнения (2), выполнен-
ные для всех значений случайного параметра и выполненные с вероят-
ностью единица. Для каждого n ∈ N обозначим σn .

= (ω0, ω1, . . . , ωn−1),

fn(σ, x) = fn(σn, x)
.
= f

(
ωn−1, . . . , f(ω1, f(ω0, x))

)
.

Определение 1. Точки β0, . . . , βk−1 образуют цикл B периода k > 1
для уравнения (2), если для всех σk ∈ Ωk выполнены равенства

fk(σ, β0) = β0, fm(σ, β0) = βm, m = 1, . . . , k − 1

и цикл B не содержит цикла меньшего периода.
Положением равновесия (неподвижной точкой) уравнения (2) назо-

вем точку x∗ ∈ I такую, что f(ω, x∗) = x∗ для всех ω ∈ Ω.

Определение 2. Цикл B = {β0, . . . , βk−1} назовем притягиваю-

щим циклом для уравнения (2), если существует окрестность U этого
цикла такая, что

⋂
n>1

fn(σ, U) = B для всех σ ∈ Σ. Цикл B назовем

притягивающим с вероятностью единица, если существует множество
Σ0 ⊆ Σ такое, что µ(Σ0) = 1 и для каждого σ ∈ Σ0 найдется окрестность
U = U(σ) цикла B такая, что

⋂
n>1

fn(σ, U) = B.

Определение 3. Цикл B назовем отталкивающим циклом урав-
нения (2), если существует окрестность U цикла B, которую каждая
точка (σ, x) ∈ Σ × (U \ B) покидает за конечное время, то есть для
каждого (σ, x) ∈ Σ × (U \ B) найдется номер N = N(σ, x), для кото-
рого fN(σ, x) 6∈ U. Цикл B назовем отталкивающим с вероятностью
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единица, если существуют множество Σ0 ⊆ Σ и окрестность U данного
цикла, такие, что µ(Σ0) = 1 и для каждой точки (σ, x) ∈ Σ0 × (U \ B)
найдется номер N = N(σ, x), для которого fN(σ, x) 6∈ U.

Теорема 1. Пусть уравнение (2) имеет цикл B = {β0, . . . , βk−1}.
Если

k−1∏

i=0

lim
x→βi

sup
ω∈Ω

∣∣f ′

x(ω, x)
∣∣ < 1,

то B является притягивающим циклом данного уравнения.

Если
k−1∏
i=0

lim
x→βi

inf
ω∈Ω

|f ′

x(ω, x)| > 1, то цикл B является отталкиваю-

щим циклом уравнения (2).

Теорема 2. Пусть уравнение (2) имеет цикл B = {β0, . . . , βk−1}.
Если существует окрестность U этого цикла такая, что

M
(
ln sup

x∈U

∣∣(fk(σ, x)
)′

x

∣∣
)

< 0,

то цикл B притягивающий с вероятностью единица. Если существу-

ет окрестность U цикла B такая, что M
(
ln inf

x∈U

∣∣(fk(σ, x)
)′

x

∣∣
)

> 0, то

цикл является отталкивающим с вероятностью единица.

Определение 4. Решение xn(σ, x0) уравнения (2) (при фиксиро-
ванном значении σ ∈ Σ) назовем хаотическим, если для каждого k ∈ N

предел lim
n→∞

xnk(σ, x0) не существует. Точку x0 ∈ I назовем апериодиче-

ской с вероятностью единица точкой уравнения (2), если существует
множество Σ0 ⊆ Σ такое, что µ(Σ0) = 1 и для любого σ ∈ Σ0 решения
xn(σ, x0) хаотические.

Точку y назовем со временем периодической или предпериодической
точкой уравнения (2), если существует m ∈ N такое, что для любых
σm ∈ Ωm точка x = fm(σm, y) является точкой некоторого периода
k > 1.

Условие 1. Пусть Ω = {v1, . . . , vr}, где r > 2, µ(vi) = µi > 0, i = 1, . . . , r,
r∑

i=1

µi = 1 и каждая из функций fk(σk, x), k ∈ N, σk ∈ Ωk имеет конечное

число неподвижных точек на отрезке I = [a, b].

Теорема 3. Предположим, что выполнено условие 1 и уравне-

ние (2) либо не имеет ни одного цикла (периода k > 1), либо все циклы
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отталкивающие с вероятностью единица. Пусть Y — множество

периодических и со временем периодических точек данного уравнения.

Тогда любая точка x0 ∈ I \Y апериодическая с вероятностью единица.
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