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Ñàìûìè èçâåñòíûìè èç ñèñòåì, î êîòîðûõ áóäåò èäòè ðå÷ü

â äîêëàäå, ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,

ïðèâîäÿùèå ê èåðàðõèè Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà

(ñì. ðàáîòû Ñ.Ï.Íîâèêîâà è åãî øêîëû).

Ýòè ñèñòåìû çàäàþòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè V
ðîäà g > 0.

Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå Àáåëÿ-ßêîáè

äëÿ g -îé ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè êðèâîé V ,
ìîæíî â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì

â ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ àíàëîãàõ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà �

áàçèñíûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèÿõ íà ÿêîáèàíàõ êðèâûõ V
(ñì. öèêë ðàáîò Â.Ì.Áóõøòàáåðà, Â. Ç.Ýíîëüñêîãî

è Ä.Â.Ëåéêèíà).
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Çàäà÷à îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ

àíàëîãîâ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà ïî ïàðàìåòðàì êðèâîé.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà ýòà çàäà÷à áûëà

ðåøåíà Ôðîáåíèóñîì è Øòèêåëüáåðãåðîì.

Â ðàáîòàõ Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Ä.Â.Ëåéêèíà

áûë äàí ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ àíàëîãîâ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà.
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Â íàøèõ íåäàâíèõ ðàáîòàõ ñ À.Â.Ìèõàéëîâûì ðàçâèò ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà îñíîâå

k-òûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé êðèâîé V
(k íå îáÿçàòåëüíî ðàâíî g).
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Äëÿ k = 2 äàíà ÿâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà

è îïèñàíà àëãåáðà Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé ðåøåíèé,

âêëþ÷àÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì êðèâîé.

Ýòîò ìåòîä ïðèâ¼ë ê çàäà÷àì:

1 Íàéòè ðåøåíèÿ ïîñòðîåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

â ôóíêöèÿõ íà Cg , êîòîðûå ïðè k < g íå ÿâëÿþòñÿ

2g -ïåðèîäè÷åñêèìè, íî îãðàíè÷åíèå ýòèõ ôóíêöèé
íà îáðàç îòîáðàæåíèÿ Àáåëÿ-ßêîáè

äëÿ k-îé ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè êðèâîé ðîäà g
ÿâëÿåòñÿ 2g -ïåðèîäè÷åñêèì.

2 Íàéòè àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ,

çàäàþùèõ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ, âêëþ÷àÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì êðèâîé.
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Â äîêëàäå â ÿâíîì âèäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû èíòåãðèðóåìûå

ïîëèíîìèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà C4,

ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñèììåòðè÷åñêèõ êâàäðàòîâ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g > 0.

Ïðè g = 1 áóäåò îïèñàíî ðåøåíèå

â êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ Âåéåðøòðàññà.

Ïðè g = 2 áóäåò îïèñàíî ðåøåíèå

â äâóìåðíîì àíàëîãå ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà è ïðèâåäåíà

àëãåáðà Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé ýòèõ ôóíêöèé ïî

ïàðàìåòðàì êðèâîé, ïîëó÷åííàÿ â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà.

Ïðè g = 3 îïèñàíî ðåøåíèå â ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèÿõ

íà ñèãìà äèâèçîðå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 3,
ïîëó÷åííîå â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà è Takanori Ayano.

6/50



Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà

ÊäÔ : Φt = 6ΦΦx − Φxxx , ãäå Φ = Φ(x , t).

Ïîëîæèì: x = t1, ∂1 =
∂

∂x
= ∂x ,

t = t3, ∂3 =
∂

∂t
= ∂t , Φ = Φ2(t1, t3).

Òîãäà èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ.

ÊäÔ : ∂3Φ2 = ∂1Φ4, ãäå Φ4 = 3Φ2
2 − ∂2

1Φ2

Ïóñòü Φ2(x + x0, t) = Φ2(x , t), òîãäà ∂3

∫ x0

0 Φ2(x , t)dx = 0.

Ïóñòü Φ2(x , t + t0) = Φ2(x , t), òîãäà ∂1

∫ t0

0 Φ4(x , t)dt = 0.

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ÊäÔ:

Φ′′′2 = 6Φ2Φ′2.
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Êîëüöî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ïîëîæèì ∂ =
∂

∂x
è f = f (x).

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïîðÿäêà N
íàçûâàåòñÿ ðÿä

L =
−∞∑
k=N

fk∂
k , ãäå fk = fk(x).

Óìíîæåíèå â êîëüöå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

çàäà¼òñÿ ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ðÿäîâ Ëîðàíà ñ ó÷åòîì

ñòàíäàðòíîãî ïðàâèëà êîììóòàöèè

[∂, f ] = f ′,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

[∂−1, f ] = −f ′∂−2 + f ′′∂−3 − . . .
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Âû÷åòû ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü L =
−∞∑
k=N

fk∂
k .

Ôóíêöèÿ f−1 íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì îïåðàòîðà L è

îáîçíà÷àåòñÿ res L.

Äëÿ ëþáûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L1 è L2

ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì Q = Q(L1, L2) îò
êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ L1 è L2, òàêîé ÷òî res([L1, L2]) = ∂Q.

Ïðèìåð.

[f ∂, g∂−1] = fg + (fg ′ + f ′g)∂−1 + . . .

òî åñòü ïðè L1 = f ∂, L2 = g∂−1 èìååì Q = fg .
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Êâàäðàòíûé êîðåíü èç îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà
L = ∂2 + U .

Ñîîòíîøåíèå L1/2L1/2 = L â êîëüöå

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿåò

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L1/2 = (∂2 + U)1/2 = ∂ +
1

2
U∂−1 − 1

4
U ′∂−2+

+
1

8
(U ′′ − U2)∂−3 − 1

16
(U ′′′ − 6UU ′)∂−4 + . . .

Îïðåäåëèì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Lk/2 = (L1/2)k , k = 1, 2, 3, . . .

ßñíî, ÷òî

[Lk/2, Ll/2] = 0

äëÿ ëþáûõ öåëûõ k è l .
Èìååì res Lq = 0 è res Lq+1/2 � ïîëèíîìû îò U, . . . , ∂2q

1 U.
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Èåðàðõèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà

Ïîëîæèì t1 = x + c , ∂k = ∂
∂tk

è

L = ∂2
1 − 2Φ2, ãäå Φ2 = Φ2(t1, . . . , t2g−1), g > 1.

Èìååì: Φ2 = res L1/2. Ââåä¼ì ïîëèíîìû îò

Φ2, ∂1Φ2, . . . , ∂
2k
1 Φ2 ïî ôîðìóëå

Φ2k+2 = res Lk+1/2, k = 0, 1, . . .

Ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé (çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ)

∂2k+1Φ2 = ∂1Φ2k+2, k = 0, 1, . . .

íàçûâàåòñÿ èåðàðõèåé ÊäÔ.
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Ïðèìåð

g = 2,

Φ2 = Φ2(t1, t3),

∂3Φ2 = ∂1Φ4 � óðàâíåíèå ÊäÔ

∂5Φ2 = 0 = ∂1Φ6,

ãäå Φ4 = 3U2 + U ′′,

Φ6 = 10U2 + 5(U ′)2 + 10UU ′′ + U(4),

è U = −2Φ2.
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Èíòåãðèðóåìàÿ ïîëèíîìèàëüíûàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
â C3

Ðàññìîòðèì C3 ñ ãðàäóèðîâàííûìè ïåðåìåííûìè u2, u3, u4.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà:

u′2 = u3; u′3 = u4; u′4 = 3u2u3.

Ïîëîæèì u2 = 2Φ2. Ïîëó÷àåì, ÷òî Φ2 � ðåøåíèå

ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ: Φ′′′2 = 6Φ2Φ′2.
Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà ïîëèíîìèàëüíûõ èíòåãðàëà:

λ4 = 2u4 − 3u2
2 ; λ6 = u2

3 + 2u3
2 − 2u2u4.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíîå îòîáðàæåíèå

π1 : C3 → C2 : (u2, u3, u4)→ (λ4, λ6).
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Òðàåêòîðèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó

(u0
2 , u

0
3 , u

0
4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ

Vλ0 = {(X ,Y ) ∈ C2 : Y 2 = X 3 + λ0
4X + λ0

6},

ãäå λ0 = (λ0
4, λ

0
6) = π1(u0

2 , u
0
3 , u

0
4).

Ýòà òðàåêòîðèÿ çàäà¼òñÿ âëîæåíèåì

ϕ : Vλ0 → C3 : ϕ(X ,Y ) = (X ,Y ,
1

2
(3X 2 + λ0

4)).

Âåêòîðíîå ïîëå íà êðèâîé Vλ0 â êîîðäèíàòàõ (X ,Y ) èìååò
âèä:

L : Y
∂

∂X
+

1

2
(3X 2 + λ0

4)
∂

∂Y
.

Çàìåòèì, ÷òî

LF (X ,Y ) = 0, ãäå F (X ,Y ) = Y 2 − (X 3 + λ0
4X + λ0

6).
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Ïóñòü Vλ � íåîñîáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�ßêîáè:

AJ : Vλ → JacVλ = C/Γ,

ãäå Γ � ðåøåòêà ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà dX
Y

íà êðèâîé Vλ.
Îòîáðàæåíèå AJ çàäà¼ò óíèôîðìèçàöèþ êðèâîé Vλ

z → (X = ℘(z),Y = ℘′(z)),

ãäå ℘(z) = − ∂2

∂z2 lnσ(z) è σ(z) = σ(z ;λ4, λ6) � öåëàÿ ôóíêöèÿ

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z , òàêàÿ ÷òî

σ(z + 2ωk) = exp 2ηk(z + ωk)σ(z),

è 2ω1 =

∮
a

dX

Y
; 2ω2 =

∮
b

dX

Y
; 2η1 =

∮
a

−XdX
Y

; 2η2 =

∮
b

−XdX
Y

.

Ñëåäñòâèå.

Ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ çàäà¼òñÿ

äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà ℘(z).
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Êîììóòèðóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ

Â íàøèõ ðàáîòàõ ñ À. Â. Ìèõàéëîâûì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ k-êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà k-îé
ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

Ðåàëèçàöèÿ äëÿ k = 2.
Ðàññìîòðèì êðèâóþ

VF = {(X ,Y ) ∈ C2 : F (X ,Y ) = 0},

ãäå F (X ,Y ) ïîëèíîì îò X è Y .
Ââåä¼ì êîëüöî

A = C[X1,Y1,X2,Y2;Z ]/{(X1 − X2)Z − 1}

è îáîçíà÷èì ÷åðåç B ⊂ A ïîäêîëüöî

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè

(X1,Y1)↔ (X2,Y2).
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Îáùèé ñëó÷àé

Ïîëîæèì

Dk = F (Xk ,Yk)Yk
∂Xk
− F (Xk ,Yk)Xk

∂Yk
, k = 1, 2,

L1 = Z (D1 − D2), L2 = Z (X2D1 − X1D2).

Ëåììà 1.

1 Îïåðàòîðû L1 è L2 ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè

êîëüöà A ïðè êîòîðûõ ïîäêîëüöî B ïåðåõîäèò â ñåáÿ.

2 LqF (Xk ,Yk) = 0, q = 1, 2 è k = 1, 2.

3 Äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ L1 è L2 íà êîëüöå A êîììóòèðóþò.
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Cèììåòðè÷åñêèé êâàäðàò ïëîñêîñòè C2

Ðàññìîòðèì C5

ñ ãðàäóèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè u2, u4, vN , vN+2, v2N .

Îòîáðàæåíèå

P1 : C4 → C5

(X1,Y1,X2,Y2)→ (X1 + X2, (X1 − X2)2,

Y1 + Y2, (X1 − X2)(Y1 − Y2), (Y1 − Y2)2)

çàäà¼ò âëîæåíèå Sym2 C2 ⊂ C5, îáðàçîì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü {v2
N+2 − u4v2n = 0}.
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Ïóñòü

C4
V = {(X1,Y1,X2,Y2) ∈ C4 : X1 − X2 6= 0},

C4
Λ = {(u2, u4, vN−2, vN) ∈ C4 : u4 6= 0}.

Îòîáðàæåíèå

i : C4
Λ → C5 : (u2, u4, vN−2, vN)→ (u2, u4, vN , u4vN−2, u4v

2
N−2)

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, îáðàç êîòîðîãî ëåæèò â îáðàçå ïðè P1

ïðîñòðàíñòâà Sym2 C2.

Äàëåå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî C4
Λ

ñ âñþäó ïëîòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Sym2 C2.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

p : C4
V → C4

Λ,

(X1,Y1,X2,Y2)→ (u2, u4, vN−2, vN),

ãäå u2 = X1 + X2, u4 = (X1 −X2)2, vN−2 = Y1−Y2
X1−X2

, vN = Y1 + Y2.

Ëåììà 2.
1 Îòîáðàæåíèå p ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì äâóëèñòíûì

íàêðûòèåì.
2 p−1(u2, u4, vN−2, vN) = {(X1,k ,Y1,k ,X2,k ,Y2,k , k = 1, 2)}, ãäå

X 2
1,k − u2X1,k +

1

4
(u2

2 − u4) = 0,

Y1,k = vN−2X1,k +
1

2
(vN − u2vN−2).

3 Îòîáðàæåíèå p èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì êîëåö

C[u2, u4, vN−2, vN ,w ]/{u4w − 1} → A

îáðàç êîòîðîãî åñòü êîëüöî B.
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Êîíñòðóêöèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà C4,

çàäàâàåìûõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè

Vλ = {(X ,Y ) ∈ C2 : F (X ,Y ) = Y 2 − P(X ) = 0},

ãäå P(X ) = XN + λ2X
N−1 + . . .+ λ2N , N > 3.

Ãðàäóèðîâêà:

degX = 2, degY = N, deg λ2k = 2k .

Áóäåì ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû λ = (λ2k) ïîëèíîìà P(X )
ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè è âñå ïîñòðîåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü

íàä êîëüöîì AN = C[y2, . . . , y2N ].
Â ñëó÷àå F (X ,Y ) = Y 2 − P(X ) èìååì

Dk = 2Yk∂Xk
+ P ′(Xk)∂Yk

.

Êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû L1 è L2 èìåþò ãðàäóèðîâêó

N − 4 è N − 2, ïîýòîìó äàëåå îíè îáîçíà÷àþòñÿ LN−4 è LN−2.
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Ëåììà 3.

LN−4u2 = 2vN−2; LN−4u4 = 4vN ;

LN−2u2 = u2vN−2 − vN ; LN−2u4 = 2(u2vN − u4vN−2).

Äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ LN−4 è LN−2 íà vN
ââåä¼ì AN � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ãäå AN = C[y2, . . . , y2N ]:

K−2q
1 : AN [X ]→ AN [u2, u4] ⊂ AN [X1,X2], q = 1, 2,

òàêèå ÷òî

K−4
1 P(X ) =

P ′(X1)− P ′(X2)

X1 − X2
, K−2

1 P(X ) =
X1P

′(X2)− X2P
′(X1)

X1 − X2
.

Ëåììà 4.

LN−4vN = K−4
1 P(X ), LN−2vN = −K−2

1 P(X ).
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Ââåä¼ì AN � ëèíåéíûå îïåðàòîðû

K−2q
s : AN [X ]→ AN [u2, u4] ⊂ AN [X1,X2], q = 0, 1, s = 2, 3,

òàêèå ÷òî

K 0
2P(X ) = X1P

′(X2) + X2P
′(X1), K−2

2 P(X ) =
1

2

(
P ′(X1) + P ′(X2)

)
,

K 0
3P(X ) =

1

2
(P(X1) + P(X2)) , K−2

3 P(X ) =
P(X1)− P(X2)

X1 − X2
.

Ëåììà 5.

Ñóùåñòâóþò AN�ëèíåéíûå îïåðàòîðû

K−2q : AN [X ]→ AN [u2, u4] ⊂ AN [X1,X2], q = 2, 3,

òàêèå ÷òî

K−2
2 − K−2

3 = u4K
−6, K 0

2 − u2K
−2
3 = u4K

−4.
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Ïîëîæèì

F2N−2 = F2N−2(u2, u4, vN−2, vN) =
F (X1,Y1)− F (X2,Y2)

X1 − X2
,

F2N = F2N(u2, u4, vN−2, vN) =
1

2
(F (X1,Y1) + F (X2,Y2)) .

Ëåììà 6.

F2N−2 = vN−2vN − K−2
3 P(X ), F2N =

1

4

(
v2
N + u4v

2
N−2

)
− K 0

3P(X ).

Ëåììà 7.

Â êîëüöå AN [u2, u4, vN−2, vN ] èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

u4[LN−4vN−2 − 2K−6P(X )] + 2F2N−2 = 0,

u4[LN−2vN−2 − K−4P(X )− v2
N−2]− u2F2N−2 = 0.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî N > 3 è ëþáîãî ïîëèíîìà

P(X ) = XN + λ2X
N−1 + . . .+ λ2N ,

ãäå λ2, . . . , λ2N � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ

êðèâàÿ

Vλ = {(X ,Y ) ∈ C2 : Y 2 − P(X ) = 0}

çàäà¼ò äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû LN−4 è LN−2 íà C4,

ïîòîêè êîòîðûõ êîììóòèðóþò.
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LN−4u2 = 2vN−2; LN−4u4 = 4vN ;

LN−4vN−2 = 2K−6P(X ); LN−4vN = K−4
1 P(X ).

LN−2u2 = u2vN−2 − vN ; LN−2u4 = 2(u2vN − u4vN−2);

LN−2vN−2 = v2
N−2 + K−4P(X ); LN−2vN = −K−2

1 P(X ).

Ïîëèíîìû vN−2vN − K−2
3 P(X ) è v2

N + u4v
2
N−2 − 4K 0

3P(X )

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïîòîêîâ LN−4 è LN−2.
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N = 3

Y 2 = X 3 + λ4X + λ6.

Ïîëîæèì L−1f = f ′ è L1f = ḟ .
Èìååì äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

u′2 = 2v1; u′4 = 4v3; v ′1 = 1; v ′3 = 3u2;

u̇2 = u2v1 − v3; u̇4 = −2(u4v1 − u2v3); u̇1 = −u2 + v2
1 ;

u̇3 =
1

2
(3u2

2 − u4 − 2v1v3).

Ïîòîêè êîììóòèðóþò è èìåþò ïîëèíîìèàëüíûå èíòåãðàëû:

λ4 = v1v3 −
1

4
(3u2

2 + u4);

λ6 =
1

4
(v2

3 − 2u2v1v3 + u3
2 − u2u4 + u4v

2
1 ).
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Ðåãóëÿðíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå

p : C4
V → C4

Λ : (X1,Y1,X2,Y2)→ (u2, u4, v1, v3)

ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì:

X ′1 = 2
Y1

X1 − X2
; Y ′1 =

3X 2
1 + λ4

X1 − X2
;

X ′2 = 2
Y2

X2 − X1
; Y ′2 =

3X 2
2 + λ4

X2 − X1
;

Ẋ1 = 2
X2Y1

X1 − X2
; Ẏ1 =

X2(3X 2
1 + λ4)

X1 − X2
;

Ẋ2 = 2
X1Y2

X2 − X1
; Ẏ2 =

X1(3X 2
2 + λ4)

X2 − X1
.

Ñèñòåìû èíòåãðèðóþòñÿ â ôóíêöèÿõ Âåéåðøòðàññà

X1 = ℘(z1 + z0
1 ); Y1 = ℘′(z1 + z0

1 ); X2 = ℘(z2 + z0
2 ); Y2 = ℘′(z2 + z0

2 ),

ãäå ïàðàìåòðû z0
1 è z0

2 îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè.
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Óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå ÿêîáèàíîâ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî CN ïàðàìåòðîâ (λ2, . . . , λ2N)
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Vλ = {(X ,Y ) ∈ C2 : Y 2 = XN + λ2X
N−1 + . . .+ λ2N , N > 3}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn ⊂ CN äèñêðèìèíàíòíîå ìíîãîîáðàçèå,

òî÷êè êîòîðîãî çàäàþò îñîáûå êðèâûå. Ïîëîæèì

BN = CN\DN .

Ðîä êðèâîé Vλ, λ ∈ BN , ðàâåí g =
[
N
2

]
.

Ïðîåêöèÿ BN × Cg → BN ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

BN × Cg → EN+g → BN ,

ãäå π : EN+g → B � óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå, ñëîåì

êîòîðîãî íàä òî÷êîé λ ∈ BN ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàí JacVλ
êðèâîé Vλ.
Ïî îïðåäåëåíèþ JacVλ = Cg/Γ2g

λ , ãäå Γ2g
λ � ðåø¼òêà 2g

ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ êðèâîé Vλ.
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Âîçüì¼ì áàçèñíûå ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû

d1 =
dX

Y
, . . . , d2g−1 =

X g−1dX

Y
.

Äëÿ ëþáîãî k > 1 îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Àáåëÿ � ßêîáè

AJ : Symk Vλ → JacVλ : AJ([X1,Y1, . . . ,Xk ,Yk ]) =

=

(
k∑

l=1

∫ (Xl ,Yl )

∞
dq, q = 1, . . . , g

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëåíî êîìïëåêñíîå k�ìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå W k

λ ⊂ Cg èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ

íà Cg ïî ðåø¼òêå ïåðèîäîâ Γ2g
λ òàêîå, ÷òî

W k
λ /Γ2g

λ = Symk Vλ ⊂ Cg/Γ2g
λ .
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Â ñëó÷àå k = 2 ìû îïèñàëè âëîæåíèå

Sym2 C2 ⊂ C5, C4
Λ ⊂ C5

è ðåãóëÿðíîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå

p : C4
V → C4

Λ,

òàêèå ÷òî

Imp(C4
V ) = C4

Λ ∩ Sym2 C2.

Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå äâóçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

p−1 : (u2, u4, vN−2, vN)→ {(X1,k ,Y1,k ;X2,k ,Y2,k), k = 1, 2}

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Àáåëÿ�ßêîáè

AJ2 : Sym2 Vλ → JacVλ

çàäà¼ò îòîáðàæåíèå

AJλ : C4
Λ → EN+g .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(W 2
λ ) êîëüöî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

íà Cg , îãðàíè÷åíèÿ êîòîðûõ íà W 2
λ ⊂ Cg ÿâëÿþòñÿ

2g�ïåðèîäè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî ðåø¼òêè Γ2g
λ

äëÿ ëþáîãî λ ∈ BN .

Çàäà÷à 1.

Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå AJΛ íàéòè ðåøåíèÿ

ïîñòðîåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà C4

â òåðìèíàõ ôóíêöèé èç êîëüöà F(W 2
λ ).

Ïóñòü w1, . . . ,w2g−1 � êîîðäèíàòû íà Cg ,

çàäàâàåìûå ãîëîìîðôíûìè äèôôåðåíöèàëàìè d1, . . . , d2g−1

íà êðèâîé Vλ.

Çàäà÷à 2.

Íàéòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé f (w1, . . . ,w2g−1) ïî
êîîðäèíàòàì w1, . . . ,w2g−1 è ïàðàìåòðàì λ2, . . . , λ2N ïðè

êîòîðûõ êîëüöî ôóíêöèé F(W 2
λ ) ïåðåõîäèò â ñåáÿ.
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Áàçèñíûå ôóíêöèè
íà óíèâåðñàëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ÿêîáèàíîâ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

Vλ = {(X ,Y ) ∈ C2 : Y 2 = X 2g+1 + λ4X
2g−1 + . . .+ λ4g+2}.

Íà ïðîñòðàíñòâå Cg × B ⊂ C3g ñ êîîðäèíàòàìè

(w , λ) = (w1, . . . ,w2g−1, λ4, . . . , λ4g+2)
èìååòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ σ = σ(w , λ).

Ïîëîæèì ζk = ∂k lnσ; ℘i ;k1,...,kn = −∂ i1∂k1 · · · ∂kn lnσ,

ãäå k ∈ {1, 3, . . . , 2g − 1}, i > 0, n > 0, i + n > 2.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè λ ∈ B ôóíêöèè ℘i ;k1,...,kn ÿâëÿþòñÿ

2g�ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà Cg îòíîñèòåëüíî

ðåø¼òêè Γ2g
λ . Îíè çàäàþò ñåìåéñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé

íà óíèâåðñàëüíîì ðàññëîåíèè E → B .
Îáîçíà÷èì êîëüöî ýòèõ ôóíêöèé ÷åðåç Fg .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç DerFg àëãåáðó Ëè äèôôåðåíöèðîâàíèé

êîëüöà Fg . Àëãåáðà Ëè DerFg ÿâëÿåòñÿ 3g�ìåðíûì ìîäóëåì

íàä êîëüöîì Fg .

Â ðàáîòå Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Ä.Â.Ëåéêèíà

�Ðåøåíèå çàäà÷è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àáåëåâûõ ôóíêöèé

ïî ïàðàìåòðàì äëÿ ñåìåéñòâ (n, s)-êðèâûõ�,
Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 42:4 (2008),

äàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáðàçóþùèõ àëãåáðû Ëè DerFg

êàê 3g�ìåðíîãî ìîäóëÿ íàä êîëüöîì Fg .
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Äëÿ g = 1 â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

Ôðîáåíèóñà�Øòèêåëüáåðãåðà ïîëó÷àåì:

Îáðàçóþùèå àëãåáðû Ëè DerF1 êàê 3-õ ìåðíîãî F1� ìîäóëÿ:

L0 = 4λ4∂λ4 + 6λ6∂λ6 − w1∂w1 , [L0,L1] = L1,

L1 = ∂w1 , [L0,L2] = 2L2,

L2 = 6λ6∂λ4 −
4

3
λ2

4∂λ6 − ζ1∂w1 , [L1,L2] = ℘2L1.
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Äëÿ g = 2 ñì. ðàáîòó Â. Ì. Áóõøòàáåð, �Ïîëèíîìèàëüíûå

äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà�,

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. II, Ñáîðíèê ñòàòåé, Òð. ÌÈÀÍ,

294, ÌÀÈÊ, Ì., 2016, 191�215.

Îáðàçóþùèå àëãåáðû Ëè DerF2 êàê 6�ìåðíîãî F2 ìîäóëÿ

L0 = L0 − w1∂w1 − 3w3∂w3 ,

L1 = ∂u1 , L2 = L2 +

(
−ζ1 +

4

5
λ4w3

)
∂w1 − w1∂w3 ,

L3 = ∂w3 , L4 = L4 +

(
−ζ3 +

6

5
λ6w3

)
∂w1 − (ζ1 + λ4w3) ∂w3 ,

L6 = L6 +
3

5
λ8w3∂w1 − ζ3∂w3 ,
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ãäå îïåðàòîðû L2k , k = 0, 1, 2, 3, çàäàþòñÿ ìàòðèöåé

T =


4λ4 6λ6 8λ8 10λ10

6λ6 8λ8 − 12
5 λ

2
4 10λ10 − 8

5λ4λ6 −4
5λ4λ8

8λ8 10λ10 − 8
5λ4λ6 4λ4λ8 − 12

5 λ
2
6 6λ4λ10 − 6

5λ6λ8

10λ10 −4
5λ4λ8 6λ4λ10 − 6

5λ6λ8 4λ6λ10 − 8
5λ

2
8

 ,


L0

L2

L4

L6

 = T


∂λ4

∂λ6

∂λ8

∂λ10

 .
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Êîììóòèðóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáðàçóþùèõ

[L0,Lk ] = kLk , k = 1, 2, 3, 4, 6,

[L1,L2] = ℘2L1 − L3, [L1,L3] = 0,

[L1,L4] = ℘1;3L1 + ℘2L3, [L1,L6] = ℘1;3L3

[L3,L2] =

(
℘1;3 +

4

5
λ4

)
L1, [L3,L6] =

3

5
λ8L1 + ℘0;3,3L3,

[L3,L4] =

(
℘0;3,3 +

6

5
λ6

)
L1 + (℘1;3 − λ4)L3,

[L2,L4] =
8

5
λ6L0 −

8

5
λ4L2 + 2L6 −

1

2
℘2;3L1 +

1

2
℘3L3,

[L2,L6] =
4

5
λ8L0 −

4

5
λ4L4 −

1

2
℘1;3,3L1 +

1

2
℘2;3L3,

[L4,L6] = −2λ10L0 +
6

5
λ8L2 −

6

5
λ6L4 + 2λ4L6−

− 1

2
℘0;3,3,3L1 +

1

2
℘1;3,3L3.
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Îïèñàíèå àëãåáðû Ëè DerF3 êàê g�ìåðíîãî F3�ìîäóëÿ

DerF3 ïîëó÷åíî â ðàáîòå E.Þ.Áóíüêîâîé �Di�erentiation of

Genus 3 Hyperelliptic Functions�, arXiv:1703.03947

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ g = 1, 2, 3 íà îñíîâå òåîðèè

ìíîãîìåðíûõ ñèãìà�ôóíêöèé

V.M.Buchstaber, V. Z. Enolskii, D.V. Leikin,

�Kleinian functions, hyperelliptic Jacobians and applications�,

Reviews in Mathematics and Math. Physics, 10:2,

Gordon and Breach, London, 1997, 3�120,

ïîëó÷àåòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå g ïîëèíîìèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì íà C3g ïîòîêè êîòîðûõ êîììóòèðóþò.

Ýòè ïîòîêè èìåþò 2g îáùèõ ïîëèíîìèàëüíûõ èíòåãðàëà.

Îíè ýêâèâàëåíòíû èåðàðõèè ÊäÔ

äëÿ ôóíêöèè Φ2(w1, . . . ,w2g−1).
Èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â òåðìèíàõ

g�ìåðíûõ àíàëîãîâ ℘�ôóíêöèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ÿâíûìè
óíèôîðìèçèðóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè E3g → C3g .
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Â ñëó÷àå g = 2 ìû èìååì â C6

ñ êîîðäèíàòàìè x2, x3, x4, z4, z5, z6 äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

çàäàâàåìûå êîììóòèðóþùèìè ïîëÿìè L1 è L3.

Ïîëîæèì L1f = f ′ è L3f = ḟ . Èìååì:

I. x ′2 = x3; x ′3 = x4; x ′4 = 4(3x2x3 + z5);

z ′4 = z5; z ′5 = z6; z ′6 = 4(2x2z5 + x3z4).

Ïåðâàÿ ñèñòåìà I è óñëîâèå êîììóòàöèè ïîëåé L1 è L3

ïîëíîñòüþ çàäàþò âòîðóþ ñèñòåìó II ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé:

ẋ2 = z5 = z ′4; ż4 = x3z4 − x2z5.

Òàêèì îáðàçîì

x ′′′2 = x ′4 = 4(3x2x3 + z5) = 4(3x2x
′
2 + ẋ2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ2 = 2x2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà

4Φ̇2 = Φ′′′2 − 6Φ2Φ′2.
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Óíèôîðìèçèðóþùåå îòîáðàæåíèå

E6 → C6 : (w1,w3, λ4, . . . , λ10)→ (℘2;, ℘3;, ℘4;, ℘1;3, ℘2;3, ℘3;3)

èíòåãðèðóåò ñèñòåìû I è II â òåðìèíàõ

äâóìåðíûõ àíàëîãîâ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà.

Ñóùåñòâóåò êîëüöåâîé èçîìîðôèçì

ϕ : C[u2, u4, v3, v5; y4, y6]→ C[x2, x3, x4; z4, z5, z6],

êîòîðûé ïåðåâîäèò

ïîëèíîìèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ïðîñòðàíñòâå C4
Λ

â ïîëèíîìèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,

ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå òåîðèè äâóìåðíîé ñèãìà ôóíêöèè.
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u2 → x2, x2 → u2,

v3 → 1
2x3, x3 → 2v3,

u4 → x2
2 + 4z4, x4 → 5u2

2 + u4 + 2y4,

v5 → 1
2 (x2x3 + 2z5), z4 → 1

4 (u4 − u2
2),

y4 → 1
2 (−6x2

2 + x4 − 4z4), z5 → v5 − u2v3,

y6 → −1
4 (−8x2z4 + 8x3

2 − 2x4x2 + x2
3 + 2z6),

z6 → 2(u2y4 + u2u4 − v2
3 − y6).

42/50



Ïîëèíîìèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, çàäàâàåìûå êðèâîé

Vλ = {(X ,Y ) ∈ C2 : Y 2 = X 7 + λ4X
5 + . . .+ λ14},

èìåþò âèä (y2k = (−1)kλ2k):

L∗3u2 = v5, L∗3u4 = v7,

L∗3v5 = 3u2
4 + 35u4

2 + 42u2
2u4 + 2y4(u4 + 5u2

2)− 4y6u2 + y8,

L∗3v7 = 14(3u5
2 + 3u2u

2
4 + 10u3

2u4) + 20y4(u2u4 + u3
2)−

− 4y6(u4 + 3u2
2) + 6y8u2 − 2y10.
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L∗5u2 = u2v5 −
1

2
v7, L∗5u4 = u2v7 − 2u4v5,

L∗5v5 = v2
5 + 14u5

2 − 18u2u
2
4 − 28u3

2u4 − 8y4u2u4 + 2y6(u2
2 + u4)−

− 2y8u2 + y10,

L∗5v7 = 35u6
2 − 63u2

2u
2
4 + 35u4

2u4 − 7u3
4 + 5y4(3u4

2 − 2u2
2u4 − u2

4)−
− 8y6(u3

2 − u2u4) + 3y8(u2
2 − u4)− y12.
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Èíòåãðàëû

y12 = v5v7 − (7u6
2 + 35u4

2u4 + u3
4 + 21u2

2u
2
4)−

− y4(5u4
2 + u2

4 + 10u2
2u4) + 4y6(u3

2 + u2u4)−
− y8(3u2

2 + u4) + 2y10u2,

y14 = −1

4
v2

7 − u4v
2
5 + u7

2 + 21u5
2u4 + 35u3

2u
2
4 + 7u2u

3
4+

+ y4(u5
2 + 10u3

2u4 + 5u2u
2
4)− y6(u4

2 + u2
4 + 6u2

2u4)+

+ y8(u3
2 + 3u2u4)− y10(u2

2 + u4) + y12u2.
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Ïîëèíîìèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû
èíòåãðèðóåìûå â ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèÿõ
íà ñèãìà äèâèçîðå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 3
(ðàáîòà ñ Takanori Ayano)

Â ñëó÷àå g = 3 ìû èìååì öåëóþ ôóíêöèþ σ(w , λ)
íà C3 × B ⊂ C9, ãäå w = (w1,w3,w5), λ = (λ4, . . . , λ14).
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå

(σ̃λ) = {w ∈ C3 : σ(w) = 0}.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (σ̃λ) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ìíîãîîáðàçèåì W 2

λ ⊂ C3.
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Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà C3.

F2 = − σ3

2σ1
, F4 =

σ2
3

4σ2
1

− σ5

σ1
, F5 =

1

2

σ33

σ1
+

1

2

σ11

σ1

σ2
3

σ2
1

− σ3

σ1

σ13

σ1
,

F7 =
σ2

3

σ2
1

σ13

σ1
−σ13

σ1

σ5

σ1
−1

2

σ11

σ1

σ3
3

σ3
1

+
σ11

σ1

σ3

σ1

σ5

σ1
−1

2

σ3

σ1

σ33

σ1
+
σ35

σ1
−σ3

σ1

σ15

σ1
.

Ââåä¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëÿ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

íà C3:

L∗3 =
σ3

σ1
∂1 − ∂3, L∗5 = −σ5

σ1
∂1 + ∂5.

Ëåììà.

[L∗3, L
∗
5] = 0.
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Ââåä¼ì íà C4 ñ êîîðäèíàòàìè F2,F4,F5,F7

ïîëèíîìèàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

L∗3F2 = F5, L∗3F4 = F7,

L∗3F5 = 3F 2
4 + 35F 4

2 + 42F 2
2 F4 + 2y4(F4 + 5F 2

2 )− 4y6F2 + y8,

L∗3F7 = 14(3F 5
2 + 3F2F

2
4 + 10F 3

2 F4)+

+ 20y4(F2F4 + F 3
2 )− 4y6(F4 + 3F 2

2 ) + 6y8F2 − 2y10,

L∗5F2 = F2F5 −
1

2
F7, L∗5F4 = F2F7 − 2F4F5,

L∗5F5 = F 2
5 + 14F 5

2 − 18F2F
2
4 − 28F 3

2 F4−
− 8y4F2F4 + 2y6(F 2

2 + F4)− 2y8F2 + y10,

L∗5F7 = 35F 6
2 − 63F 2

2 F
2
4 + 35F 4

2 F4 − 7F 3
4 + 5y4(3F 4

2 − 2F 2
2 F4 − F 2

4 )−
− 8y6(F 3

2 − F2F4) + 3y8(F 2
2 − F4)− y12.

48/50



Èíòåãðàëû

y12 = F5F7 − (7F 6
2 + 35F 4

2 F4 + F 3
4 + 21F 2

2 F
2
4 )−

− y4(5F 4
2 + F 2

4 + 10F 2
2 F4) + 4y6(F 3

2 + F2F4)−
− y8(3F 2

2 + F4) + 2y10F2,

y14 = −1

4
F 2

7 − F4F
2
5 + F 7

2 + 21F 5
2 F4 + 35F 3

2 F
2
4 + 7F2F

3
4 +

+ y4(F 5
2 + 10F 3

2 F4 + 5F2F
2
4 )− y6(F 4

2 + F 2
4 + 6F 2

2 F4)+

+ y8(F 3
2 + 3F2F4)− y10(F 2

2 + F4) + y12F2.
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Òåîðåìà.

Êîëüöåâîé èçîìîðôèçì

ψ : C[u2, u4, v3, v5]→ C[F2,F4,F5,F7] : uk → Fk ,

ïåðåâîäèò

ïîëèíîìèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ïðîñòðàíñòâå C4
Λ

â ïîëèíîìèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,

ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå òåîðèè òð¼õìåðíîé ñèãìà ôóíêöèè.
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