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Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ íà ñòûêå
òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à:

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà íàóãàä âûáðàííûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû?

Íàïðèìåð, â çíàìåíèòîì ó÷åáíèêå ïî òåîðèè ÷èñåë Õàðäè è
Ðàéòà (1975, 4 èçä.) - ýòî òåîðåìà 332.

Ýòó çàäà÷ó â Ðîññèè ÷àñòî íàçûâàþò Çàäà÷åé Ï.Ë. ×åáûøåâà.
Ñàì ×åáûøåâ, ïî îòçûâàì åãî ó÷åíèêîâ, ðàññêàçûâàë åå íà

ñâîèõ ëåêöèÿõ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íåñîêðàòèìîñòè ðàöèîíàëüíîé äðîáè,

÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êîòîðîé íàïèñàíû íàóäà÷ó.
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Figure 1 : Ï.Ë.×åáûøåâ (1821 - 1894).
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Ýòó çàäà÷ó äîëãîå âðåìÿ íåçàâèñèìî ðåøàëè ìíîãèå
âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè. Íàì êàæåòñÿ èíòåðåñíûì
ïîïûòàòüñÿ âûÿñíèòü, îòêóäà ïîÿâèëàñü Çàäà÷à,
êòî ïåðâûé åå ïîñòàâèë è êòî ïåðâûé ðåøèë.

Êðîìå òîãî, ìû êðàòêî îïèøåì ïîäõîäû ê åå ïîñòàíîâêå è
ðåøåíèþ è, íàêîíåö, çàòðîíåì åå ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ
è áëèçêèå ïî äóõó çàäà÷è.
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ Çàäà÷à ïîíèìàëàñü ðàçíûìè ìàòåìàòèêàìè
ïî-ðàçíîìó, ðàçëè÷àëèñü ïî ñòåïåíè ñòðîãîñòè è åå ðåøåíèÿ,
ïðèâîäèâøèå, êîíå÷íî, ê èçâåñòíîìó îòâåòó 6/π2.

Ìû êðàòêî íàìåòèì èõ, âûäåëÿÿ:

1) Ïîäõîä ñî ñòîðîíû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë

2) Ïîäõîä ñî ñòîðîíû àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë

3) Òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä:
a) ýâðèñòè÷åñêèé, á) ñòðîãèé
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C òî÷êè çðåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ìîæíî âçÿòü
áîëüøîå íàòóðàëüíîå n è ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ïàðû îò
1 äî n :

Bn = {{i , k} : 1 ≤ i < k ≤ n},

à çàòåì âûáðàòü èç íèõ ìíîæåñòâî âçàèìíî ïðîñòûõ ïàð

An = {{i , k} : 1 ≤ i < k ≤ n,ÍÎÄ(i , k) = 1}.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü P âçàèìíîé ïðîñòîòû äâóõ ÷èñåë, âçÿòûõ
ñëó÷àéíî, ðàçóìíî îïðåäåëèòü êàê ïðåäåë (åñëè îí
ñóùåñòâóåò!)

P = lim
n→∞

Pn := lim
n→∞

|An|
|Bn|

= lim
n→∞

2|An|
n(n − 1)

.
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Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü çàìåíÿåòñÿ çäåñü
àñèìïòîòè÷åñêîé, èëè íàòóðàëüíîé ïëîòíîñòüþ íà ìíîæåñòâå
ïàð, êîòîðàÿ íå ñ÷åòíî-àääèòèâíà. Äîâîëüíî ÿñíî, ÷òî

|An| =
n∑

k=2

φ(k), ãäå φ−ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Àñèìïòîòèêó |An| âïåðâûå íàøåë Äèðèõëå â 1849 ã.

Áûëî äîêàçàíî, ÷òî |An| ∼ 3

π2
n2, n → ∞, îòêóäà, íàêîíåö,

ñëåäóåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò

P = 6/π2 ≈ 0.607927... .

Ïîçæå ýòî ðåøåíèå áûëî óñîâåðøåíñòâîâàíî ìíîãèìè
èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè, î ÷åì ðå÷ü âïåðåäè.
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Figure 2 : Ï. Ã. Ëåæåí-Äèðèõëå (1805 - 1859).
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Èíîé ñòðîãèé òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ïîäõîä ê Çàäà÷å îñíîâàí íà
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò
êîëüöî êîíå÷íûõ öåëûõ àäåëåé Ẑ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòèôèêàöèåé Z.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäêîëüöîì Ẑ, à íà
ïîñëåäíåì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Õààðà,
ïîýòîìó ïðèìåíèìû âñå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òîãäà îòâåò â Çàäà÷å ïîëó÷àåòñÿ èç ÇÀÊÎÍÀ ÁÎËÜØÈÕ
×ÈÑÅË â ðàñøèðåííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñì.
ðàáîòû Ñóãèòû è åãî ñîàâòîðîâ 2002 - 2003 ãã. Ýòîò ïîäõîä
âîñõîäèò ê Å.Â.Íîâîñåëîâó (1962) è ðàçâèâàëñÿ ïîçæå ìíîãèìè
ïîñëåäîâàòåëÿìè.
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Òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä îñíîâàí íà ýâðèñòè÷åñêîì
ñîîáðàæåíèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü äåëèìîñòè íàóãàä âûáðàííîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòîå p åñòü 1/p è ÷òî âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî äâà íàóãàä âçÿòûõ ÷èñëà äåëÿòñÿ íà p - ïî
íåçàâèñèìîñòè - ðàâíà 1/p2.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàøè ÷èñëà ÍÅ ÄÅËßÒÑß ÎÁÀ íà
p - ýòî 1− 1/p2, è ñíîâà ïðåäïîëàãàÿ íåçàâèñèìîñòü, ìû
ïðèõîäèì äëÿ ïëîòíîñòè/âåðîÿòíîñòè âçàèìíîé ïðîñòîòû
÷èñåë/íåñîêðàòèìîñòè äðîáè ê âåëè÷èíå P =

∏
p(1− 1/p2).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ çíàìåíèòûì òîæäåñòâîì Ýéëåðà
(Ïåòåðáóðã, 1737)

∏
p

(
1− 1

p2

)−1

=
∑
n≥1

1

n2
= π2/6, (1)

÷òîáû ñíîâà ïîëó÷èòü òîò æå ðåçóëüòàò.
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Òàêèì ïóòåì øëè ìíîãèå âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè, ðåøàâøèå
èëè èçëàãàâøèå íàøó Çàäà÷ó, âêëþ÷àÿ ñàìîãî ×åáûøåâà è åãî
ó÷åíèêîâ.

Ìíîãèå èç íèõ, âïðî÷åì, îùóùàëè íåñòðîãîñòü ñâîèõ
ðàññóæäåíèé è äåëàëè â ëåêöèÿõ èëè ðàáîòàõ ñîîòâåòñòâóþùèå
îãîâîðêè.
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Ýòîò ñïîñîá ðåøåíèÿ Çàäà÷è ìîæíî ñäåëàòü ñòðîãèì. Äëÿ
ýòîãî íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ äåëèìîñòüþ ÷èñåë,
ñòðîãî äîêàçûâàåòñÿ â ðàìêàõ ïîäõîäÿùèõ âåðîÿòíîñòíûõ
ïðîñòðàíñòâ, è ïîòîìó êëàññè÷åñêèé ìåòîä ïîëó÷àåò
îáîñíîâàíèå. Íàéäåííûé âûøå îòâåò 6/π2 ñòàíîâèòñÿ òåïåðü
âåðîÿòíîñòüþ.

Ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ òàêîãî ðîäà ïîÿâèëèñü â íàñòîÿùåå
âðåìÿ â ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíèêàõ, íàïðèìåð, â

Chaumont L., Yor M. (2003). Exercises in Probability, Cambridge,
Pinsky, R. G. (2014). Problems from the Discrete..., Springer, NY,
êîòîðûì ïðåäøåñòâîâàëà çàìå÷àòåëüíàÿ êíèãà Ì.Êàöà

Kac, M. (1959). Statistical Independence in Probability, Analysis
and Number Theory. The Mathematical Association of America.
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Âåðíåìñÿ ê "çàäà÷å ×åáûøåâà" è åå îáñóæäåíèþ â Ðîññèè.
Êðóïíåéøèé ðóññêèé ìàòåìàòèê À.Ì. Ëÿïóíîâ

Figure 3 : À.Ì. Ëÿïóíîâ (1857 - 1918).

ïîñåùàë ëåêöèè ×åáûøåâà â 1879 - 80 ãã. è çàïèñûâàë èõ.
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×åáûøåâ Ï.Ë. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ëåêöèè, ÷èòàííûå â 1879
- 80 ãã. Ïî çàïèñè À.Ì. Ëÿïóíîâà èçäàíû àêàäåìèêîì À.Í.
Êðûëîâûì. Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ. Ì.-Ë., 1936.

Âèäíî, ÷òî ×åáûøåâ ðåøàë Çàäà÷ó íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå è
íè íà êîãî íå ññûëàëñÿ. Ïîýòîìó òåðìèí "çàäà÷à ×åáûøåâà"
ñòàë óñòîé÷èâîé ÷àñòüþ ðóññêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîëüêëîðà.

Äðóãîé âûäàþùèéñÿ ó÷åíèê ×åáûøåâà À.À. Ìàðêîâ â êóðñå
ëåêöèé 1913 ã. ïîâòîðÿåò ðåøåíèå ×åáûøåâà. Îí îãîâàðèâàåò
íåîáõîäèìîñòü òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âûáîðà, íî
ïî÷òè åãî íå îáñóæäàåò.
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Figure 4 : À.À. Ìàðêîâ (1856 - 1922).
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Ýâðèñòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ×åáûøåâà è Ìàðêîâà áûëè
ïîäâåðãíóòû â 1928 ã. ñåðüåçíîé êðèòèêå Ñ.Í. Áåðíøòåéíîì.

Îí óêàçûâàåò:"... â ýòîé çàäà÷å ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íå
âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå ìû íèêîãäà íå ñòàíåì ýêñïåðèìåíòàëüíî
îïðåäåëÿòü, à ïðåäåëüíûå èëè àñèìïòîòè÷åñêèå ÷àñòîñòè ÷èñåë
îïðåäåëåííîãî êëàññà, çàêîíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â
óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ýòè ïðåäåëüíûå ÷àñòîñòè
ïðåäñòàâëÿþò èçâåñòíûå àíàëîãèè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè
âåðîÿòíîñòÿìè, ýâðèñòè÷åñêè âåñüìà öåííûå äëÿ òåîðèè ÷èñåë,
íî ñìåøåíèå ýòèõ äâóõ ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì
íåäîðàçóìåíèåì."

Áåðíøòåéí Ñ.Í. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
åå ïðèëîæåíèé, 1928.// Ñîáð. ñî÷. Ñ.Í.Áåðíøòåéíà, 1964, ò. 4,
Ì., Ãîñòåõèçäàò, 217 - 232.
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Figure 5 : Ñ.Í. Áåðíøòåéí (1880 - 1968).
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Â ó÷åáíèêå Ìàðêîâà 1913 ã. åñòü ññûëêà íà ëåêöèè Êðîíåêåðà,
÷èòàâøèåñÿ â Áåðëèíå ïîñëå 1862 ã. Êðîíåêåð ó÷èëñÿ ó
Äèðèõëå è ñëóøàë åãî ëåêöèè â 1841 - 43 ãã. Â ëåêöèè 24
Êðîíåêåð ïîäðîáíî è ñòðîãî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà íåñîêðàòèìûõ ïàð è íàõîäèò,
âîçìîæíî, âïåðâûå ñòðîãî èçâåñòíîå íàì çíà÷åíèå 6/π2.

Figure 6 : Ë. Êðîíåêåð (1823 - 1891).
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Êðîìå òîãî, îí ïðèâîäèò âåðîÿòíîñòíîå - áûñòðîå, íî íåñòðîãîå
- ðåøåíèå Çàäà÷è, êîòîðîå ñëûøàë îò Äèðèõëå íà ëåêöèÿõ.
Ïóñòü w - ýòî âåðîÿòíîñòü âçàèìíîé ïðîñòîòû äâóõ íàóãàä
âûáðàííûõ i è k . Ðàñññìîòðèì áëèçêóþ âåðîÿòíîñòü wt òîãî,
÷òî ÍÎÄ i è k ðàâåí t ≥ 1. Èç ñîîáðàæåíèé ìàñøòàáà ñëåäóåò,
÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî ïàð áîëüøå, ÷åì ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî
â t2 ðàç. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò
îáùèé ìíîæèòåëü, òî

∑
t wt = 1, îòêóäà ñíîâà

w = 1/
∑
t

t−2 = 6/π2.

Äàëåå, Êðîíåêåð êðèòèêóåò Äèðèõëå çà àïðèîðíîå
ïðåäïîëîæåíèå î ïðåäåëå èçó÷àåìîé âåðîÿòíîñòè. Îí ïèøåò
"Äèðèõëå äîêàçûâàåò, ÷òî åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî îí îáÿçàí
áûòü ðàâåí 6/π2," è îòìå÷àåò, ÷òî åãî äîêàçàòåëüñòâî ñâîáîäíî
îò ýòîãî íåäîñòàòêà.
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Âïðî÷åì, Äèðèõëå ñ 1849 ã. âëàäåë àñèìïòîòèêîé ñóììû
çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà

∑n
k=2

φ(k) è âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî
ðàñïîëàãàë ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì, à ïðèâåäåííîå âûøå
ïðèâîäèë äëÿ êðàòêîñòè, íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà äåòàëè.
Êðîìå òîãî, îí âîîáùå èíòåðåñîâàëñÿ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ×åáûøåâ ÷èòàë ëåêöèè ïî ÒÂ â Ïåòåðáóðãå
ñ 1860 ã. ïîñëå Áóíÿêîâñêîãî. Ïî-âèäèìîìó, Äèðèõëå óçíàë è
ðåøàë Çàäà÷ó ñóùåñòâåííî ðàíüøå. Êðîìå òîãî, â 1852 ã.
×åáûøåâ áûë ïîëãîäà íà Çàïàäå è, â ÷àñòíîñòè, âñòðå÷àëñÿ ñ
Äèðèõëå. Êòî çíàåò, íå îò íåãî ëè îí óçíàë î Çàäà÷å?
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"Çàäà÷ó ×åáûøåâà" ïàðàëëåëüíî è, ïî-âèäèìîìó, íåçàâèñèìî
ðåøàëè è ïóáëèêîâàëè ðåøåíèÿ ìíîãèå êðóïíûå ìàòåìàòèêè.
Íàïðèìåð, ðåøåíèå â äóõå ðåøåíèÿ Äèðèõëå îïóáëèêîâàë â
1881-1884 ãã. òîãäà î÷åíü ìîëîäîé ×åçàðî (Mathesis 1, 3, 4).

Íàïðîòèâ, Ñèëüâåñòð îïóáëèêîâàë ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà
èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ñóììû çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà, â òî
æå âðåìÿ, íî óæå â êîíöå ñâîåé êàðüåðû ( C. R. Acad. Sci. Paris
XCVI (1883), 409-413. )
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Figure 7 : Ý. ×åçàðî (1859 - 1906).
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Figure 8 : Äæ. Ñèëüâåñòð (1814 - 1897).
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"Çàäà÷ó ×åáûøåâà" ðåøàëè è â 20 âåêå. Âîò èñòîðèÿ èç
àâòîáèîãðàôèè Ð. Áåëëìàíà, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò òàêæå
âåñüìà èçâåñòíûå èìåíà Ã. Øàïèðî, È. Êàïëàíñêè è Ï. Ýðäåø.
Íèêòî èç íèõ íå ïîäîçðåâàë î òðóäàõ ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ.

Figure 9 : Ð. Áåëëìàí (1920 - 1984).
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Â âèäå ôàíòàñòè÷åñêîé (íà ïåðâûé âçãëÿä) ãèïîòåçû ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Äèðèõëå óçíàë î Çàäà÷å è åå ðåøåíèè îò
Ãàóññà. Âîçìîæíî, Ãàóññ è ïîñòàâèë Çàäà÷ó. Âî âñÿêîì ñëó÷àå,
Äèðèõëå è Ãàóññ íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëèñü (1827, 1828, 1849)
è ïåðåïèñûâàëèñü. Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîìó.

Figure 10 : K.-Ô. Ãàóññ (1777-1855).
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Ãàóññ íå âñåãäà ïóáëèêîâàë òî, ÷òî çíàë
(íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
êâàòåðíèîíû). Åñòü ëåãåíäà î ðàçðàáîòêå Ãàóññîì òåîðèè
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé äî ßêîáè. Îïðàâäàíèå ýòîìó - íà
ïå÷àòè Ãàóññà, ãäå íàïèñàíî ïî ëàòûíè "Pauca sed matura", òî
åñòü "Íåìíîãîå, íî çðåëîå".

Figure 11 : Ïå÷àòü Ãàóññà.
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Íåìíîãî îá îáîáùåíèÿõ Çàäà÷è è çàäà÷àõ ñî ñõîäíûìè
ôîðìóëèðîâêàìè.

Â íà÷àëå 20 â. Ý. Ëàíäàó ïîñòàâèë âîïðîñ: êàêîâà âåðîÿòíîñòü
âûáðàòü íàóãàä ïðîñòîå ÷èñëî ? (ïîíèìàÿ ïîä âåðîÿòíîñòüþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü.) Ïîñêîëüêó ê òîìó âðåìåíè
Àäàìàðîì è Âàëëå-Ïóññåíîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî

lim
x→∞

π(x) ln x/x = 1,

òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ - íóëü.

Ýòîò îòâåò ìîã áû ïîëó÷èòü è ×åáûøåâ íà îñíîâå åãî
çíàìåíèòûõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê äëÿ π(x).
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Áëèçêàÿ çàäà÷à - âû÷èñëèòü ïëîòíîñòü/âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî
âûáîðà ÷èñëà ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ. Îòâåò áûë ïîëó÷åí
Ãåãåíáàóýðîì â 1885 ã., ýòî ñíîâà 6/π2. Åñòü îáúÿñíåíèÿ (íà
ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè), ïî÷åìó ýòè âåðîÿòíîñòè
ñîâïàäàþò, ñì. Øðåäåð (2009).

Áîëåå äàëåêîå îáîáùåíèå ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïëîòíîñòè
÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò êóáîâ, ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé è ò.ä. âïëîòü
äî òàê íàçûâàåìûõ n- ñâîáîäíûõ ÷èñåë. Ýòà çàäà÷à òàêæå áûëà
ðåøåíà Ãåãåíáàóýðîì â 1885 ã. è îòâåò â íåé ðàâåí 1/ζ(n), ãäå
ζ(s)− îáû÷íàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ. Áîëåå ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå -
â ñòàòüå Ýâåëèí è Ëèíôóò (1931).
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Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå Çàäà÷è - íàéòè ïëîòíîñòü/âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî k > 2 ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
âçàèìíî ïðîñòû. Îòâåò 1/ζ(k) èçâåñòåí, Ëåìåð (1900).

Ïîõîæàÿ çàäà÷à î ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòå k ñëó÷àéíî
âûáðàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîêà ðåøåíà òîëüêî ïðè k = 3 ñ
îòâåòîì

Q3 =
36

π4

∏
p

(
1− 1

(p + 1)2

)
= 0.286747...

(Ôèí÷ (2003)).
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Ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, ÷òî èçìåíèòñÿ, åñëè âûáèðàòü
òîëüêî ñðåäè íå÷åòíûõ ÷èñåë. Òîãäà ïëîòíîñòü/âåðîÿòíîñòü
âçàèìíîé ïðîñòîòû ïàðû òàêèõ ÷èñåë ïîâûøàåòñÿ äî 8/π2,
Pieprzyk, Hardjono and Seberry (2013).

Â ðàáîòå Õàôíåðà, Ñàðíàêà è Ìàê Êåðëè (1993) âû÷èñëÿåòñÿ
"âåðîÿòíîñòü" âçàèìíîé ïðîñòîòû îïðåäåëèòåëåé äâóõ
ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè.
Îòâåò, ∆(n), âûãëÿäèò òàê:

∆(n) =
∏
p

1−(1− n∏
k=1

(1− p−k)

)2
 .

Çíà÷åíèå limn→∞∆(n) áûëî ïðèáëèæåííî âû÷èñëåííî Âàðäè
(1991) è ðàâíî 0.353236... .
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Åñòü îáîáùåíèÿ Çàäà÷è íà äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû.
Êîëüöî ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a+ bi , ãäå
a è b öåëûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà ãàóññîâûõ ÷èñëà
âûáèðàþòñÿ íàóãàä è íàñ èíòåðåñóåò èõ âçàèìíàÿ ïðîñòîòà.
Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà - Êîëëèíñ è Äæîíñîí (1989). Îòâåò â ýòîé
çàäà÷å 6/(π2G ) = 0.663700..., ãäå G - ýòî êîíñòàíòà Êàòàëàíà.

G =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
= 0.915965...

Äëÿ îáùèõ ÷èñëîâûõ ïîëåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âçàèìíóþ
ïðîñòîòó èäåàëîâ â êîëüöå öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ, îòâåò
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äçåòà-ôóíêöèþ Äåäåêèíäà ïîëÿ.
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Ïóñòü f (n) - ôóíêöèÿ " íå ñîõðàíÿþùàÿ àðèôìåòè÷åñêèå
ñâîéñòâà n." Ãèïîòåçà Ýðäeøà è Ëîðåíöà (1958): äëÿ òàêèõ
ôóíêöèé

d({n ∈ N : (n, ⌊f (n)⌋) = 1}) = 6
π2

.

Âàòñîí(1953): f (n) = nα, α èððàöèîíàëüíî;
Ýðäeø è Ëîðåíö (1958): f äèôôåðåíöèðóåìà è ñóáëèíåéíà;
Äåëüìåð è Äåçóéå (2002): f - íåöåëàÿ ñòåïåíü n èëè íåöåëàÿ
ñòåïåíü log n;
Áåðãåëüñîí è Ðèõòåð (2016): f èç ïîëÿ Õàðäè + îãðàíè÷åíèÿ
íà ðîñò, íàïðèìåð,

log log(n), exp(n), Γ(n), log(n!), Li(n), ... .
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Èíòåðåñíî ìíåíèå î Çàäà÷å è åå èñòîêàõ Â. È. Àðíîëüäà,
îäíîãî èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ ñîâðåìåííîñòè. Â 2003 ã.
îí ïðÿìî çàÿâèë, ÷òî Çàäà÷à è åå ðåøåíèå - òåîðåìà ... Ãàóññà!

Figure 12 : Â.È. Àðíîëüä (1937 - 2010).
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Â äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ (2005, 2015) Àðíîëüä ïèøåò, ÷òî
âåðîÿòíîñòü áûëà âû÷èñëåíà Ãàóññîì, à îïóáëèêîâàíà Äèðèõëå.
Îí íå èñêëþ÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò áûë èçâåñòåí Ýéëåðó, à ïîçæå
áûë äîêàçàí Ãàóññîì. Îí äàæå ïîëàãàåò, ÷òî ðåçóëüòàò áûë
íàéäåí Ýéëåðîì ýêñïåðèìåíòàëüíî, çà ñ÷åò ïîäñ÷åòà òî÷åê ñ
íåñîêðàòèìûìè êîìïîíåíòàìè â áîëüøèõ êðóãàõ, ïðè÷åì ïî
õîäó äåëà Ýéëåð ðàçðàáîòàë òåîðèþ äçåòà-ôóíêöèé, òåîðèþ
ðÿäîâ Ôóðüå (÷àñòè÷íî) è íà÷àëà òåîðèè ãðàäóèðîâàííûõ
àëãåáð è èõ ðÿäîâ Ïóàíêàðå.

Âñå ýòî íåâåðîÿòíî, ïîòðÿñàþùå èíòåðåñíî!! Ê ñîæàëåíèþ,
çíàìåíèòûé àâòîð íå äàë ññûëîê â ïîääåðæêó ýòèõ íåîáûê-
íîâåííûõ óòâåðæäåíèé. Íî ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ íàçâàíèåì
íåäàâíåé êíèãè îá Ýéëåðå, àâòîð W. Dunham

Euler: The master of us all.
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Figure 13 : Ë. Ýéëåð (1707 - 1783).
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïî-âèäèìîìó, ×åáûøåâ íå áûë ïåðâûì, êòî ïîñòàâèë "çàäà÷ó
×åáûøåâà" è äàë åå ýâðèñòè÷åñêîå ðåøåíèå, íî âïîëíå

âîçìîæíî, ÷òî îí ïðèøåë ê ýòîìó íåçàâèñèìî, êàê è ×åçàðî,
Ñèëüâåñòð, Áåëëìàí è ìíîãèå äðóãèå.

Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ïðèîðèòåò ñëåäóåò îòäàòü Äèðèõëå, à
ìîæåò áûòü, äàæå Ãàóññó.

Áûëî áû èñêëþ÷èòåëüíî èíòåðåñíî, ñëåäóÿ óòâåðæäåíèÿì
Àðíîëüäà, íàéòè ñëåäû Çàäà÷è â îáøèðíîì ìàòåìàòè÷åñêîì

íàñëåäèè Ãàóññà è Ýéëåðà.
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Ïîäðîáíîñòè è òî÷íûå ëèòåðàòóðíûå ññûëêè ìîæíî íàéòè â
ñòàòüå àâòîðîâ â ÀðÕèâå:
http://arxiv.org/pdf/1608.05435.pdf
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