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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξd(t)), d ≥ 2, t ∈ R+ -
ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàííûé âåêòîðíûé ïðîöåññ.

Ïóñòü g : Rd → R - îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ïîðÿäêà β > 0, òî åñòü äëÿ âñåõ a > 0 è x ∈ Rd âåðíî
g(ax) = aβg(x).

Ïðîöåññîì ãàóññîâñêîãî õàîñà íàçîâåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
g(ξ(t)). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè

Pξ(u, p) := P
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)
, p > 0,

äëÿ áîëüøèõ u, òî åñòü, u →∞.



Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçóþòñÿ
3 îñíîâíûõ ìåòîäà:

I ìåòîä äâîéíûõ ñóìì;

I ìåòîä îöåíêè èíòåãðàëîâ òèïà Ëàïëàñà;

I äèñêðåòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Êðàòêî îïèøåì êàæäûé èç äàííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíèòåëüíî ê
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.



Ècïîëüçóåìûå ìåòîäû: ìåòîä äâîéíûõ ñóìì (I)

Ïóñòü ξ(t)− ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàííûé
ïðîöåññ, êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ïèêàíäñà:

r(t) = 1− |t|α + o(|t|α), t → 0, α ∈ (0, 2]. (1)

Â 1968 J. Pickands III ïðåäëîæèë åñòåñòâåííûé ñïîñîá
èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòè
âûñîêèõ âûáðîñîâ ïðîöåññà ξ(t) (ìåòîä äâîéíûõ ñóìì).



Ècïîëüçóåìûå ìåòîäû: ìåòîä äâîéíûõ ñóìì (I)

Ïóñòü Bα/2(t) - äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïàðàìåòðîì
Õåðñòà α/2. Êîíñòàíòàìè Ïèêàíäñà íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

Hα(T ) = E exp
(

max
t∈[0,T ]

√
2Bα/2(t)− tα

)
, Hα = lim

T→∞
Hα(T )/T ,

ïðè ýòîì Hα ∈ (0,∞).

Òåîðåìà (J.Pickands III)

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî p, òàêîãî ÷òî

|r(t)| < 1, t ∈ (0, p]

P
(

max
t∈[0,p]

ξ(t) > u
)

= pHαu
2/αψ(u)(1 + o(1)), u →∞,

ãäå ψ(u) = 1√
2πu

e−
u2

2 .



Ècïîëüçóåìûå ìåòîäû: ìåòîä äâîéíûõ ñóìì (I)

Îïðåäåëèì Np := b p

Tu−
2
α

+ 1c (öåëàÿ ÷àñòü). Èñïîëüçóÿ

ñòàöèîíàðíîñòü è íåðàâåíñòâî Áîíôåððîíè, èìååì

P
(

max
t∈[0,p]

ξ(t) > u
)
≤ NpP

(
max

t∈[0,Tu−
2
α ]

ξ(t) > u
)
,

P
(

max
t∈[0,p]

ξ(t) > u
)
≥ (Np − 1)P

(
max

t∈[0,Tu−
2
α ]

ξ(t) > u
)

−2

Np−1∑
k=1

(Np−k)P
(

max
t∈[0,Tu−

2
α ]

ξ(t) > u, max
t∈[kTu−

2
α ,(k+1)Tu−

2
α ]

ξ(t) > u
)
.

Àñèìïòîòèêà ïåðâîé âåðîÿòíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèè ïðîöåññà ξ(t) â îêðåñòíîñòè íóëÿ (1). Ïîñëå
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâîéíàÿ ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëà ïî
îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó (ïðè T →∞).



Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû: ìåòîä Ëàïëàñà (II)

Äëÿ ãàóññîâñêîãî õàîñà g(ξ), ãäå ξ ∼ N(0, Id) è Id - åäèíè÷íàÿ
d × d ìàòðèöà, ðàññìîòðèì çàäà÷ó èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ
âåðîÿòíîñòè

P
(
g(ξ) > u

)
,

äëÿ áîëüøèõ u, òî åñòü, u →∞.

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàííûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðàëó òèïà Ëàïëàñà∫

V
a(x)e−λf (x)dx ,

ãäå V - êîìïàêò â Rn, λ � áîëüøîé ïàðàìåòð. Ñôîðìóëèðóåì
ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.



Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû: ìåòîä Ëàïëàñà (II)

Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû x = (r ,ϕ), ãäå
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd−1) ∈ Πd−1 = [0, π)d−2 × [0, 2π), r = |x|. Ïóñòü
J(r ,ϕ) - ßêîáèàí òàêîãî ïåðåõîäà. Áóäåì ïèñàòü
g(ϕ) = g(x/|x|). Îáîçíà÷èì

g := max
ϕ∈Πd−1

g(ϕ), Mϕ := {ϕ ∈ Πd−1 : g(ϕ) = g}.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà òèïà ñòðóêòóðû ìíîæåñòâàMϕ:

I Mϕ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê;

I Mϕ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì m−ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì,
1 ≤ m ≤ d − 2.



Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû: ìåòîä Ëàïëàñà (II)

Òåîðåìà (D.A. Korshunov, V.I. Piterbarg, E. Hashorva, 2015)

Ïóñòü g(ϕ) ∈ C 2(Πd−1), è êàæäàÿ òî÷êà ϕ ∈Mϕ ðåãóëÿðíà.

Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðè

u →∞:

pg(ξ)(u) =
h0

βg

(
u

g

)m+1
β
−1

exp

(
− u

2
β

2g
2
β

)
(1 + o(1))

P(g(ξ) > u) = h0

(
u

g

)m−1
β

exp

(
− u

2
β

2g
2
β

)
(1 + o(1)),

ãäå h0 - êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò β, g , d è ñòðóêòóðûMϕ.



Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å âûñêîèõ âûáîðîñîâ ïðîöåññîâ ãàóññîâñêîãî
õàîñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé
öåíòðèðîâàííûé âåêòîðíûé ïðîöåññ ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

I ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå
d × d ìàòðèöû R è C , òàêèå ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
R(t) := Eξ(t)ξ(0)> óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òèïà Ïèêàíäñà:

R(t) = R − |t|αC + |t|αo(1), t → 0, α ∈ (0, 2] (2)

ãäå o(1) ýòî d × d ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → 0;

I 0 ≺ R(t) ≺ R äëÿ âñåõ t > 0, òî åñòü äëÿ âñåõ t > 0 è
x ∈ Rd :

0 < x>R(t)x < x>Rx. (3)



Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: óïðîùåíèå

Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ξ(t) íåçàâèñèìû
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Q -
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òàêàÿ ÷òî Q>R−1/2CR−1/2Q = C̃ , ãäå
C̃ - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Îïðåäåëèì ïðîöåññ
η(t) = Q>R−1/2ξ(t). Òîãäà

Eη(t)η(0)> = Id − |t|αC̃ + |t|αo(1), t → 0, α ∈ (0, 2] (4)

P
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)

= P
(

max
t∈[0,p]

g̃(η(t)) > u
)
,

ãäå ôóíêöèÿ g̃(x) = g(R1/2Qx) òàêæå îäíîðîäíà, è òîãî æå
ïîðÿäêà β > 0.



Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îáîçíà÷èì

j(ϕ) =
J(1,ϕ)| det g ′′(ϕ)d−1−m|−1/2∫

Mϕ
J(1,ϕ)| det g ′′(ϕ)d−1−m|−1/2dVϕ

.

ãäå dVϕ - ýëåìåíòàðíûé îáúåì âMϕ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì,
åñëè m = 0 èíòåãðàë ïîMϕ ïîíèìàåòñÿ êàê (êîíå÷íàÿ) ñóììà
ïî âñåì òî÷êàì ϕ ∈Mϕ. Ââåäåì ôóíêöèþ v(ϕ) íà Πd−1

ñîîòíîøåíèåì g(v(ϕ)) = 1, åñëè g(ϕ) > 0 è v(ϕ) = 0, åñëè
g(ϕ) ≤ 0.

Îáîçíà÷èì

Hα(T ;Mϕ) =

∫
Mϕ

j(ϕ)Hα
(
T 〈v(ϕ),Cv(ϕ)〉1/α

)
dVϕ,

Hα(Mϕ) = lim
T→∞

Hα(T ;Mϕ)/T .



Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Ïóñòü êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîãî ñòàöèîíàðíîãî

âåêòîðíîãî ïðîöåññà ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3), (4).
Ïóñòü g(ϕ) ∈ C 2(Πd−1), è êàæäàÿ òî÷êà ϕ ∈Mϕ ðåãóëÿðíà.

Òîãäà ïðè u →∞

Pξ(u, p) = ph0Hα(Mϕ)g−(m−1)/βu
m−1+2/α

β e−
1
2

(u/g)2/β
(1 + o(1)),

ãäå êîíñòàíòà h0 îïðåäåëåíà âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà äâîéíûõ ñóìì, ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ïðèìåíåíèåì
äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè.



Ëîêàëüíàÿ ëåììà

Èñïîëüçóÿ êîìáèíàöèþ ìåòîäà Ëàïëàñà è ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû R(t) â îêðåñòíîñòè íóëÿ (4), ìîæíî
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà (Ëîêàëüíàÿ)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (4). Ïóñòü g(ϕ) ∈ C 2(Πd−1), è
êàæäàÿ òî÷êà ϕ ∈Mϕ ðåãóëÿðíà. Òîãäà

lim
u→∞

Pξ(u,Tu−2/αβ)

L(u)
= h0g

−(m−1)/βHα(T ;Mϕ),

ãäå L(u) = u(m−1)/β exp
(
−1

2 (u/g)2/β
)
è h0 îïðåäåëåíî âûøå.



Àïïðîêñèìàöèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè
Ðàññìîòðèì ðåøåòêó íà ïðÿìîé

R(u, δ) = {kδu−2/αβ, k ∈ Z}

è ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿòíîñòü

Pξ(δ; u, p) := P
(

max
t∈[0,p]∩R(u,δ)

g(ξ(t)) > u
)
, p > 0.

Îáîçíà÷èì (ñ óñëîâèåì î÷åâèäíîãî îïðåäåëåíèÿ Hα,δ(T ))

Hα,δ(T ;Mϕ) =

∫
Mϕ

j(ϕ)Hα,δ
(
T 〈v(ϕ),Cv(ϕ)〉1/α

)
dVϕ.

Ëåììà (Ëîêàëüíàÿ äèñêðåòíàÿ)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ëåììû. Òîãäà

lim
u→∞

Pξ(δ; u,Tu−2/αβ)

L(u)
= h0g

−(m−1)/βHα,δ(T ;Mϕ).



Àïïðîêñèìàöèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g è ï. í. íåïðåðûâíîñòè
äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, à òàêæå óòâåðæäåíèé
ëîêàëüíîé è ëîêàëüíîé äèñêðåòíîé ëåìì, âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:

Ëåììà (Ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ)

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

lim
u→∞

Pξ(u,Tu−2/αβ)− Pξ(δ; u,Tu−2/αβ)

L(u)
≤ ε.



Àïïðîêñèìàöèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè
Îáîçíà÷èì

Hα,δ(Mϕ) = lim
T→∞

1

T
Hα,δ(T ;Mϕ), (5)

ïðè ýòîì Hα,δ(Mϕ) ∈ (0,∞).

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äâîéíûõ ñóìì ïðè ïåðåõîäå ê
äèñêðåòíîìó àíàëîãó âåðîÿòíîñòè Pξ(u, p) ïîçâîëÿåò
èçáàâèòüñÿ îò íåîáõîäèìîñòè îöåíêè âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ
âûáðîñîâ ïðîöåññà ãàóññîâñêîãî õàîñà íà äâóõ èíòåðâàëàõ è
çàìåíèòü äàííóþ îöåíêó îöåíêîé âåðîÿòíîñòè âûõîäà
òðàåêòîðèé ïðîöåññà ãàóññîâñêîãî õàîñà çà âûñîêèé óðîâåíü
òîëüêî â 2 òî÷êàõ:

Òåîðåìà (Äèñêðåòíàÿ)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ëåììû. Òîãäà ïðè u →∞

Pξ(δ; u, p) = ph0Hα,δ(Mϕ)g−(m−1)/βu(m−1+2/α)/βe−
1
2

(u/g)2/β
(1+o(1)).



Àïïðîêñèìàöèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîé ëåììû, ëîêàëüíîé
äèñêðåòíîé ëåììû, ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ëåììû è
òåîðåìû äëÿ äèñêðåòíîé ðåøåòêè ïîçâîëÿåò äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà:

Ëåììà (Ãëîáàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ëåììû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

lim sup
u→∞

Pξ(u, p)− Pξ(δ; u, p)

Pξ(δ; u, p)
≤ ε.



Áëàãîäàðíîñòü

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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