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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü íàáëþäåíèÿ u1, . . . , un íå ñîäåðæàò çàñîðåíèé è ïîðîæäàþòñÿ AR(1)
ìîäåëüþ

ut = βut−1 + εt , t = 1, 2, . . . , n; n ≥ 2; u0 = 0; β ∈ R1;

ïàðàìåòð β íåèçâåñòåí; {εt} � í.î.ð.ñ.â. ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ G (x).

Óñëîâèå (i).

P(ε1 < 0) = P(ε1 > 0) = 1/2.

Ïðè ýòîì óñëîâèè ìîæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H(β0) : β = β0 ïðè ëþáîì
β0 ∈ R1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñì. [ Boldin M.V., Simonova G.I. and Tyurin
Yu.N., Amer. Math. Society, 1997].
Ïóñòü

St(β0) = sign(ut − β0ut−1), t = 1, . . . , n.

Ïóñòü

Γtn(β0) :=
n∑

k=t+1

Sk−t(β0)Sk(β0), t = 1, . . . , n − 1.
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Èíòåðåñóþùàÿ íàñ çíàêîâàÿ òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà èìååò âèä

Tn(β0) =
n−1∑
t=1

βt−1
0 Γtn(β0).

Óñëîâèå (ii).

Eε1 = 0, Eε2
1 <∞.

Óñëîâèå (iii).

G (x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ñ ïëîòíîñòüþ g(x) = G ′(x), g(0) > 0,
supx |g ′(x)| <∞.

Åñëè âûïîëíåíû Óñëîâèÿ (i�iii), òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n ≥ 2 òåñò äëÿ
H(β0) ñî ñòàòèñòèêîé Tn(β0) ïðè îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâàõ áóäåò
ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûì ñðåäè âñåõ òåñòîâ, îñíîâàííûõ íà {St(β0)} .
Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ïðè ïðàâîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå èìååò âèä

(Tn(β0) > const).
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Ýòî ñëåäñòâèå ðàçëîæåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ: ïóñòü sn = (s1, . . . , sn); st = ±1,�
íåñëó÷àéíûå ÷èñëà; γtn(sn) :=

∑n
k=t+1 sk−tsk , t = 1, . . . , n − 1; òîãäà

Pβ(S1(β0) = s1, . . . ,Sn(β0) = sn) =
1

2n

{
1+2g(0)E |ε1|

n−1∑
t=1

βt−1
0 γtn(sn)(β−β0)

}
+

o(β − β0), β → β0.

Îáîçíà÷èì èíôîðìàöèþ Ôèøåðà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà β, ñîäåðæàùóþñÿ
â çíàêàõ {St(β0)}, ÷åðåç In(β/β0). Òîãäà

In(β0/β0) ∼ (2g(0)E |ε1|)2d2
n (β0), n→∞,

ãäå

d2
n (β) =

 n/(1− β2), |β| < 1;
n2/2, |β| = 1;

β2n/(β2 − 1)2, |β| > 1.
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Ïðè ãèïîòåçå è åäèíñòâåííîì Óñëîâèè (i)

d−1
n (β0)Tn(β0)→

 N(0, 1), |β0| < 1;
R(β0), |β0| = 1;
L(β0), |β0| > 1.

Çäåñü R(β) ∼ β 1√
2

(ν2 − 1), ν ∼ N(0, 1); L(β) ∼ β2−1
β2 ξη, ξ, η− í.î.ð.ñ.â.,

ξ :=
∑
i≥1

β−(i−1)signεi .

Áëèçêèå ïðàâîñòîðîííèå àëüòåðíàòèâû

A+
n (βn) : β = βn := β0 + d−1

n (β0)τ, τ ≥ 0.

Áëèçêèå ëåâîñòîðîííèå àëüòåðíàòèâû A−n (βn) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî äëÿ
τ ≤ 0.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå d−1

n (β0)Tn(β0) ïðè ýòèõ àëüòåðíàòèâàõ
íåâûðîæäåíî. Ñì. [Áîëäèí Ì.Â., ÓÌÍ, 1997].
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Îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

βn =
n∑

t=1

ut−1ut/
n∑

t=1

u2
t−1

Ïðè ãèïîòåçå H(β0) è Óñëîâèè (ii)

dn(β0)(βn − β0)→

 N(0, 1), |β0| < 1;
F (β0), |β0| = 1;
K (β0), |β0| > 1.

Çäåñü F (β) ∼ β w2(1)−1

2
√

2
∫ 1

0
w2(s)ds

, K (β) ∼ ξ
η , ξ, η −−í.î.ð.,

ξ =
∞∑
i≥1

β−(i−1)εi .

Ñëó÷àé β = 1 [Dickey D.A., Fuller W.A., Jornal of the American Statistical
Association, 1979],
áëèçêèå àëüòåðíàòèâû [Chan N.H., Wei C.Z., Ann. Statist., 1987] ;
ñëó÷àé |β| > 1 [Anderson T., Ann. Math. Statist., 1959].
Ïîñëåäîâàòåëüíûå î.ì.ï. [Shiryaev A.N., Spokoiny V.G., Sattistical Experiments
and Decisions, 2000].
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàáëþäåíèÿ àâòîðåãðåññèè ñîäåðæàò íåçàâèñèìûå àääèòèâíûå çàñîðåíèÿ,
òàê ÷òî íàáëþäàþòñÿ âåëè÷èíû y0, y1, . . . , yn,

yt = ut + zλt ξt , t = 0, 1, . . . , n.

Çäåñü {ut} AR(1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,{zλt }−í.î.ð.ñ.â., zλ1 èìååò
ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì λ, 0 ≤ λ ≤ 1; {ξt}−í.î.ð.ñ.â. ñ
íåèçâåñòíûì è ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì µ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ut}, {zλt }, {ξt} íåçàâèñèìû.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξt} èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàñîðåíèé â äàííûõ, λ åñòü óðîâåíü çàñîðåíèÿ.
Ñì. [Martin R.D., Yohai V.J., Ann. Statist., 1986].
Ïóñòü

Sy
t (β0) = sign(yt − β0yt−1), t = 1, . . . , n.

à Γy
tn(β0), T y

n (β0) ñòðîÿòñÿ ïî {Sy
t (β0)} òàê æå, êàê Γtn(β0), Tn(β0) ñòðîÿòñÿ

ïî {St(β0)}.
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Ââåäåì èíôîðìàöèîííóþ ìàòðèöó Ôèøåðà

In(β, λ/β0) = (I i,jn (β, λ/β0))i,j=1,2.

Ýòî èíôîðìàöèÿ î âåêòîðå (β, λ), ñîäåðæàùàÿñÿ â çíàêàõ {Sy
t (β0)}.

Òåîðåìà 1.

Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ (i�iii). Òîãäà ïðè ëþáîì β0 ∈ R1 è n→∞

I 1,1
n (β0, 0/β0) ∼ In(β0/β0);

I 2,2
n (β0, 0/β0) ∼ {4[EµG (β0ξ1) + EµG (−ξ1)− 1]2+

[Eµ(1− 2G (−ξ1))(1− 2G (β0ξ1))]2}n;
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Äàëåå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïðîâåðêîé â ñõåìå ñ çàñîðåíèÿìè ãèïîòåçû
H(1), êîòîðóþ ïåðåîáîçíà÷èì êàê H0. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò î ãèïîòåçå
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ äëÿ {ut}. Ïåðåîáîçíà÷èì T y

n (1) ÷åðåç T y
n .

Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî λ çàâèñèò îò n :

λ = λn = min( n−1/2γ, 1 ), γ ≥ 0, γ ôèêñèðîâàíî è íåèçâåñòíî.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî β â òî÷êå (β0 = 1, λ = 0) òà æå
ñàìàÿ, êàê â ñõåìå áåç çàñîðåíèé, à ïîòîìó áëèçêèìè àëüòåðíàòèâàìè ê H0

íàäî áðàòü îïÿòü A±n (βn) ñ β0 = 1. Óäîáíî îïóñêàòü ìíîæèòåëü
√

2 ïåðåä τ,
òàêèå àëüòåðíàòèâû îáîçíà÷èì êàê A±n (τ). Íàïðèìåð,

A+
n (τ) : β = βn := 1 + n−1τ, τ ≥ 0.
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Áóäåì ñòðîèòü òåñò íà îñíîâå T y
n àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îí ñòðîèëñÿ ïî Tn(1).

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü ïðè ïðàâîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå
èìååò âèä (T y

n > const). Êîíñòàíòó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âûáåðåì òàê,
÷òîáû àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîùíîñòü ïðè ãèïîòåçå â ñõåìå áåç çàñîðåíèé áûëà
ðàâíà çàäàííîìó α, 0 < α < 1. Îáîçíà÷àÿ ýòó êîíñòàíòó c+

nα, ïîëó÷èì:

W+
n (τ, γ, µ) := Pβn,γ,µ(T y

n > c+
nα)

åñòü ìîùíîñòü íà àëüòåðíàòèâå A+
n (τ).

Êîíñòàíòà
c+
nα = (n/2)(t2

1−α/2 − 1), t1−α/2

� êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî ãóññîâñêîãî çàêîíà óðîâíÿ 1− α/2.
Ïðè ëåâîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü èìååò âèä

(T y
n < c−nα), c−nα = (n/2)(t2

(1+α)/2 − 1).

Ìîùíîñòü íà A−n (τ) îáîçíà÷èì W−n (τ, γ, µ). Ïóñòü W±n (τ) := W±n (τ, 0, µ).
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Íàøà öåëü:
1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîùíîñòè W±n (τ, γ, µ) ïðè óñëîâèÿõ (i�iii) ñóùåñòâóåò
ïðåäåëüíàÿ ìîùíîñòü W±(τ, γ, µ), ïðè÷åì

sup
γ≤Γ,µ

|W±n (τ, γ, µ)−W±(τ, γ, µ)| → 0, n→∞;

2. äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.

Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ (i�iii). Òîãäà ïðè àëüòåðíàòèâå A±n (τ)

sup
n≥2,µ

|W±n (τ, γ, µ)−W±n (τ)| → 0, γ → 0.

Ýòî ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà {W±n (τ, γ, µ)} äîïðåäåëüíûõ
ìîùíîñòåé â òî÷êå γ = 0. Îíà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êà÷åñòâåííàÿ
óñòîé÷èâîñòü òåñòà.
Ñì. [Hampel F.R., Ann. Math. Statist., 1971], [Rieder H., Ann. Statist., 1982].
Ñòàö. ñë:[ Boldin M.V., Math. Methods Statist., 2011], [Áîëäèí Ì.Â., Òåîðèÿ
âåðîÿòí. è åå ïðèì., 2012], [Áîëäèí Ì.Â., Åñàóëîâ Ä.Ì., Âåñòíèê ÌÃÓ, 2014].
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Ëåììà 1.

Ïóñòü G (x) íåïðåðûâíà. Ïóñòü Z y
n := n−1/2

∑n
t=1 S

y
t (1). Òîãäà ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì n ≥ 2 T y
n = (n/2)[(Z y

n )2 − 1] ï.í.

Îòñþäà:
W+

n (τ, γ, µ) = Pβn,γ,µ(|Z y
n | > t1−α/2),

W−n (τ, γ, µ) = Pβn,γ,µ(|Z y
n | < t(1+α)/2).

Ò.î., òåñòû ñî ñòàòèñòèêàìè T y
n è |Z y

n | ýêâèâàëåíòíû è íóæíî èçó÷èòü
ñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòàòèñòèêè Z y

n .
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Òåîðåìà 3.

Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ (i�iii). Ïóñòü âåðíà ëþáàÿ èç àëüòåðíàòèâ A+
n (τ)

èëè A−n (τ). Ïóñòü 0 ≤ Γ <∞, à δ(µ) := Eµ[G (ξ1) + G (−ξ1)]− 1. Òîãäà

Z y
n = n−1/2

n∑
t=1

signεt − 2g(0)n−1/2
n∑

t=1

[1− (1 + τ/n)n−t ]εt − 2γδ(µ) + rn(τ, γ, µ),

ãäå ïðè ëþáîì ε > 0

sup
γ≤Γ,µ

Pβn,γ,µ(|rn(τ, γ, µ)| > ε)→ 0, n→∞.
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Ïóñòü äëÿ τ 6= 0

σ2(τ) := 1− 4g(0)E |ε1|(1 +
1− eτ

τ
) + 4g2(0)Eε2

1(1 + 2
1− eτ

τ
− 1− e2τ

2τ
).

Ïðè τ = 0 äîîïðåäåëèì σ2(0) := 1. Ïóñòü ν ∼ N(0, 1) ñ ô.ð. Φ(x).
Öåíòð. ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â Óñëîâèÿõ (i � ii) âëå÷åò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü

n−1/2
n∑

t=1

signεt − 2g(0)n−1/2
n∑

t=1

[1− (1 + τ/n)n−t ]εt → σ(τ)ν, n→∞.

Ýòîò ôàêò è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè â òåîðåìå 3 âëåêóò:

Òåîðåìà 4.

Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ (i�iii). Ïóñòü âåðíà ëþáàÿ èç àëüòåðíàòèâ A+
n (τ)

èëè A−n (τ). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû σ2
0 > 0 ïðè âñåõ τ ∈ R1 äèñïåðñèÿ

σ2(τ) > σ2
0 , è

sup |Pβn,γ,µ(Z y
n ≤ x)− Φ

(x + 2γδ(µ)

σ(τ)

)
| → 0, n→∞.

Ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì x ∈ R1, γ ≤ Γ <∞ è ïðîèçâîëüíûì µ.
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Ëåììà 1 è Òåîðåìà 4 âëåêóò

Ñëåäñòâèå 1.

Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ (i�iii). Òîãäà:
1. Ïðè A+

n (τ) ìîùíîñòü W+
n (τ, γ, µ) ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëüíîé ìîùíîñòè

W+(τ, γ, µ) = 1− Φ
( t1−α/2 + 2γδ(µ)

σ(τ)

)
+ Φ

(−t1−α/2 + 2γδ(µ)

σ(τ)

)
,

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ ïî γ ≤ Γ è ïðîèçâîëüíûì µ :

sup
γ≤Γµ

|W+
n (τ, γ, µ)−W+(τ, γ, µ)| → 0, n→∞;

2. Äëÿ W−n (τ, γ, µ) ïðè A−n (τ) âåðíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñ

W−(τ, γ, µ) = Φ((t(1+α)/2 + 2γδ(µ))/σ(τ))− Φ((−t(1+α)/2 + 2γδ(µ))/σ(τ)).
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Cåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ ìîùíîñòåé {W±(τ, γ, µ)} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî
ïî γ â òî÷êå γ = 0 :

sup
µ
|W±(τ, γ, µ)−W±(τ)| → 0, γ → 0. (1)

Òåîðåìà 4 è ñîîòíîøíèå (1) âëåêóò òåîðåìó 2.

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ G (x), î÷åâèäíî, δ(µ) = 0, ò.å. àñèìïòîòè÷åñêèå
óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ìîùíîñòü çíàêîâîãî òåñòà â ñõåìå ñ çàñîðåíèÿìè
òå æå, ÷òî â ñõåìå áåç çàñîðåíèé ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè µ.

Î÷åâèäíî, σ2(τ)→∞, τ →∞, è W+(τ, γ, µ)→ 1
Íî ïðè τ → −∞ äèñïåðñèÿ σ2(τ)→ σ2

∞ := 1− 4g(0)E |ε1|+ 4g2(0)Eε2
1,

òàê ÷òî

W−(τ, γ, µ)→ Φ((t(1+α)/2+2γδ(µ))/σ∞)−Φ((−t(1+α)/2+2γδ(µ))/σ∞) < 1.

Êà÷åñòâåííî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâåðèòü H0 ïðîòèâ ëåâîñòîðîííåé
àëüòåðíàòèâû (êîòîðàÿ îçíà÷àåò ñòàöèîíàðíîñòü àâòîðåãðåññèè) òðóäíåå, ÷åì
ïðîòèâ ïðàâîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû, êîòîðàÿ îçíà÷àåò �âçðûâíóþ�
àâòîðåãðåññèþ.
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