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В монографии [1] и других работах изучаются задачи управления
пучками траекторий управляемого объекта следующего типа.
В евклидовом арифметическом пространстве Rn рассматривается

движение управляемого объекта вида (ср. [2])

ẋ = f(x, u), (1)

где x ∈ Rn (n ≥ 1), u ∈ U , U — непустой компакт из евклидова простран-
ства Rr (r ≥ 1). В качестве допустимых управлений рассматриваются
измеримые по Лебегу функции u = u(t) ∈ U , t ≥ 0. Нелинейная функ-
ция f(x, u) предполагается непрерывной по совокупности переменных
и непрерывно дифференцируемой по компонентам вектора x на Rn×U .
Предполагается также, что на Rn × U выполняется неравенство

〈x, f(x, u)〉 ≤ c(1 + |x|2),

где символ 〈·, ·〉 означает скалярное произведение векторов, символ | · |
означает длину вектора, c — неотрицательная константа. Относительно
начального состояния x(0) = x0 предполагается, что x0 ∈ M0, где M0 —
непустой компакт из Rn.
Множество допустимых управлений на рассматриваемом далее от-

резке [0, T ] (T > 0 — константа) обозначим через U . Паре x0, u(·), где
x0 ∈ M0, u(·) ∈ U , можно сопоставить абсолютно непрерывное решение
x(t, x0, u(·)) уравнения (1) на Δ = [0, T ]. При данном u(·) ∈ U множество
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функций на Δ

M(u(·)) =
⋃

x0∈M0

x(·, x0, u(·))

образует пучок траекторий управляемого объекта (1). На множестве
пучков M(u(·)), где u(·) ∈ U , можно рассматривать различные опти-
мизационные задачи. Такого рода задачи интересны, например, если
начальное состояние x0 управляемого объекта (1) известно неточно, но
известно, что x ∈ M0, где M0 — заданное множество из Rn.
В монографии [1] рассмотрены некоторые задачи управления пучка-

ми траекторий, связанные с задачами управления пучками заряженных
частиц. Такие задачи представляют интерес, например, при проектиро-
вании ускорителей заряженных частиц.
Здесь мы остановимся на одной из оптимизационных задач, рассмот-

ренных в [1]. На множестве пучков M(u(·)), где u(·) ∈ U , рассмотрим
минимизируемый интегральный функционал вида

I(u(·)) =
∫ T

0

∫
Mt,u(·)

φ(t, y) dy dt, (2)

где φ(t, y) — непрерывная функция на Δ× Rn,

Mt,u(·) =
⋃

x0∈M0

x(t, x0, u(·)),

t ∈ Δ. В (2) сначала выполняется интегрирование в смысле Лебега по
y ∈ Mt,u(·), а потом интегрирование в смысле Лебега по t ∈ Δ. Предпо-
лагается, что мера Лебега компакта M0 положительна.
В настоящей работе получены достаточные условия, при которых су-

ществует оптимальное управление в рассматриваемой оптимизационной
задаче на минимум функционала I(u(·)) (см. (2) на множестве пучков
M(u(·)), где u(·) ∈ U . Эти достаточные условия, помимо уже сделан-
ных предположений, состоят в том, что векторная функция f(x, u) в (1)
имеет специальный вид

f(x, u) = g(x) +B(x)u, (3)

где векторная функция g(x) и матричная функция B(x) размерности
n× r непрерывно дифференцируемы на Rn, а U — выпуклый компакт.
В порядке обобщения можно рассмотреть минимизируемый функци-

онал вида (ср. [2])

I1(u(·)) = I(u(·)) + I2(u(·)),
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где

I2(u(·)) =
∫
MT,u(·)

h(y) dy,

причем функция h(y) непрерывна на Rn и интеграл понимается в смыс-
ле Лебега.
Для задачи минимизации функционала I1(u(·)) на множестве пучков

M(u(·)), где u(·) ∈ U , существование оптимального управления гаран-
тируется при тех же условиях относительно f(x, u), φ(t, y), о которых
было сказано выше (см. (3)), и условии выпуклости компакта U .
Отметим, что при доказательстве теорем мы используем некоторые

результаты из [3].
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В работе изучается математическая модель химиотерапии злокаче-
ственных опухолей для немонотонной функции терапии, описывающей
степень эффективности воздействия химиотерапевтического средства
на клетки. На основе принципа максимума Л.С. Понтрягина [1] описано
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