
где

I2(u(·)) =
∫
MT,u(·)

h(y) dy,

причем функция h(y) непрерывна на Rn и интеграл понимается в смыс-
ле Лебега.
Для задачи минимизации функционала I1(u(·)) на множестве пучков

M(u(·)), где u(·) ∈ U , существование оптимального управления гаран-
тируется при тех же условиях относительно f(x, u), φ(t, y), о которых
было сказано выше (см. (3)), и условии выпуклости компакта U .
Отметим, что при доказательстве теорем мы используем некоторые

результаты из [3].
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В работе изучается математическая модель химиотерапии злокаче-
ственных опухолей для немонотонной функции терапии, описывающей
степень эффективности воздействия химиотерапевтического средства
на клетки. На основе принципа максимума Л.С. Понтрягина [1] описано
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поведение экстремалей в задаче оптимальной химиотерапии. Построена
оптимальная позиционная стратегия [2] для рассматриваемой модели
терапии.
Введем следующие обозначения:m — число злокачественных клеток;

h — количество химиотерапевтического средства (лекарства), способ-
ного убивать клетки опухоли; f(h) — функция терапии, описывающая
воздействие лекарства на клетки опухоли; u(t)— количество химиотера-
певтического средства, вводимого в опухоль в единицу времени (управ-
ление).
Процесс взаимодействия клеток опухоли и химиотерапевтического

средства описывается следующей известной моделью [3], где время из-
меняется в пределах t ∈ [0, T ]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dm

dt
= −mf(h), m(t0) = m0

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0, α = const > 0,

(1)

где T — фиксированный конечный момент времени,

t0 ∈ [0, T ], 0 < m0 < M, 0 ≤ h0 ≤ L,

M — максимальное количество злокачественных клеток в организме,
совместимое с жизнью, L — максимальное количество химиотерапевти-
ческого средства в организме — предельный допустимый порог инток-
сикации.
Предполагается, что количество химиотерапевтического средства,

вводимого в опухоль в единицу времени, ограничено:

0 ≤ u(t) ≤ Q. (2)

Рассмотрим немонотонную непрерывно дифференцируемую функ-
цию терапии f(h) такую, что ее производная f ′(h) = df(h)

dh имеет три
различных действительных корня

0 < h1 < h2 < h3 ≤ L, f ′(hi) = 0.

Предполагаем, что функция терапии f(h) обладает следующими свой-
ствами:
A1. Если h < h1, то f ′(h) > 0, а если h > h3, то f ′(h) < 0.
A2. 0 < αhi < Q, i = 1, 2, 3;

A3. f(h1) = f(h3).
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Рассмотрим в качестве допустимых управлений измеримые функции
u(·) : [t0, T ] �→ [0, Q]. Нетрудно увидеть, что при сделанных предположе-
ниях решения системы (1) продолжимы до момента времени T .
Задача оптимальной терапии состоит в построении допустимого упра-

вления, минимизирующего терминальную функцию платы:

σ(m,h) = m2(T ; t0,m0, h0, u(·)) → min
u(·)

, (3)

где m(·) = m(·; t0,m0, h0, u(·)) — решение системы (1) с начальны-
ми условиями (t0,m0, h0), выработанное под воздействием допустимого
управления u(t).
Пусть в рассматриваемой задаче (1)–(3) выполняются условия A1,

A2, A3. Рассмотрим случай, когда функция f ′(h) удовлетворяет усло-
вию

{f ′(h) < 0, h ∈ (h1, h2)} ∪ {f ′(h) > 0, h ∈ (h2, h3)}. (4)

В других возможных случаях исследуемая задача построения опти-
мального синтеза сводится к задаче с одним или двумя корнями для
функции f ′(h), которая была решена в работе [3].
Доказаны следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть h(t0) = h0 ≥ h3. Если h0e

−α(T−t0) ≥ h3,
то управление u0(t) ≡ 0, t ∈ [t0, T ], является оптимальным; если
h0e

−α(T−t0) < h3, то оптимальным управлением является

u0(t) =

{
0, t ∈ [t0, t1], h(t1) = h3,

αh3, t ∈ [t1, T ].
(5)

Теорема 2. Пусть h(t0) = h0 ≤ h1. Если R(t0, h0) ≤ h1, где

R(t0, h0) = e−α(T−t0)

(
h0 +Q

∫ T

t0

eα(τ−t0)dτ

)
,

то управление uQ(t) ≡ Q, t ∈ [t0, T ], является оптимальным; если
R(t0, h0) > h1, то оптимальное управление имеет вид

uQ(t) =

{
Q, t ∈ [t0, t2], h(t2) = h1,

αh1, t ∈ [t2, T ].
(6)

Теорема 3. Пусть h(t0) = h0 : h1 < h0 < h3. Тогда в области
Γ = (h1, h3)× [t0, T ] оптимальное управление u0(t, h) имеет вид

u0(t, h) =

{
0, h1 < h < x(t),

Q, x(t) < h < h3,
(7)
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где x(t) — линия Ранкина–Гюгонио [4]:

dx(t)

dt
= −αx(t)−Q

s2(t)

s2(t)− s1(t)
, t ∈ [0, T ], x(T ) = h2,

s1(t) = ξ1[f(ξ2)− f(x(t))], s2(t) =

(
ξ2 −

Q

α

)
[f(ξ1)− f(x(t))],

ξ1 = ξ1(t) = x(t)e−α(t∗1−t), t∗1 = min(t1, T ) ≥ t,

ξ1(t1) = h1, h1 ≤ ξ1(T ) < h2;

ξ2 = ξ2(t) = x(t)e−α(t∗2−t) − Q

α
(e−α(t∗2−t) − 1), t∗2 = min(t2, T ) ≥ t,

ξ2(t2) = h3, h2 < ξ2(T ) ≤ h3.
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