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Доклад посвящен взаимосвязям между условиями локальной опти-
мальности управляемой динамической системы относительно данного
процесса и необходимыми условиями оптимальности первого и второго
порядков для этого процесса.
Рассмотрим управляемую динамическую систему

ẋ = ϕ(t, x, u), u(t) ∈ U для п.в. t ∈ [t0, t1], (1)

где ϕ : R × Rn × Rm → Rn, U — непустое подмножество Rm, x(·) ∈
∈ AC([t0, t1],R

n) и u(·) ∈ L∞([t0, t1],R
m).

Положим U = {u(·) ∈ L∞([t0, t1],R
m) : u(t) ∈ U для п.в. t ∈ [t0, t1]}.

Для x0 ∈ Rn и u = u(·) ∈ U обозначим через x(·, x0, u) решение
дифференциального уравнения (1) такое, что x(t0, x0, u) = x0.
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Пусть V , V1 — открытые множества в C([t0, t1],R
n), а V2 — открытое

множество в L∞([t0, t1],R
m). Введем следующие множества:

R(x0, t1) = {x ∈ Rn | ∃u ∈ U : x(t1, x0, u) = x},

R(x0, t1, V ) = {x ∈ Rn | ∃u ∈ U : x(·, x0, u) ∈ V, x(t1, x0, u) = x},

R(x0, t1, V1, V2) = {x ∈ Rn | ∃u∈U ∩ V2 : x(·, x0, u)∈V1, x(t1, x0, u)=x}.

Будем называть их соответственно множеством достижимости, мно-
жеством локальной достижимости и множеством слабой локальной до-
стижимости.
Если u = u(·) ∈ U и x(·) = x(·, x0, u), то пару (x(·), u(·)) будем назы-

вать процессом (с началом в точке x0) для системы (1).
Окрестности точек x(·) и u(·) обозначаем соответственно V (x) и V (u).

Определение. Будем говорить, что динамическая система (1) ло-
кально управляема (слабо локально управляема) относительно процесса
(x̂(·), û(·)), если x̂(t1) ∈ intR(x0, t1, V (x̂)) для любой окрестности V (x̂)
(x̂(t1) ∈ intR(x0, t1, V1(x̂), V2(û)) для любых окрестностей V1(x̂) и V2(û)).
В противном случае пару (x̂(·), û(·)) будем называть локальным (сла-

бым локальным) оптимальным процессом для системы (1).

Мотивировать вторую часть определения и тем самым установить
связь между управляемостью и оптимальностью можно следующими
простыми соображениями. Рассмотрим задачу оптимального управле-
ния

J(x(·), u(·)) =
∫ t1

t0

f(t, x, u) dt → min,

ẋ = ϕ(t, x, u), u(t) ∈ U,

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

(2)

Обычным образом определяются сильный и слабый (в случае открытого
множества U) локальные минимумы в этой задаче.
Сопоставим данной задаче следующую динамическую систему:

ẋ = ϕ(t, x, u), u(t) ∈ U, (3)

где x = (x0, x) ∈ Rn+1 и ϕ(t, x, u) = (f(t, x, u), ϕ(t, x, u)). Положим
x0 = (0, x0).
Справедливость следующего утверждения почти очевидна.
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Предложение. Если (x̂(·), û(·)) — сильный (слабый) локальный
минимум в задаче (2), то пара (x̂(·), û(·)), где x̂(·) = (x̂0(·), x̂(·)), явля-
ется локальным (слабо локальным) оптимальным процессом для ди-
намической системы (3).
Положим H(t, x, u, p(·)) = 〈p(t), ϕ(t, x, u)〉, где p(·) : [t0, t1] → (Rn)∗.

Для краткости пишем ϕ̂x(t) = ϕx(t, x̂(t), û(t)), ϕ̂u(t) = ϕu(t, x̂(t), û(t)) и
w = (x, u).
Пусть (x̂(·), û(·)) — процесс для системы (1). Для каждой пары q(·) =

= (h(·), v(·)) ∈ C([t0, t1],R
n) × L∞([t0, t1],R

m) рассмотрим следующую
систему соотношений относительно переменной p(·) ∈ AC([t0, t1], (R

n)∗):

−ṗ(t) = p(t) ϕ̂x(t), (4)

Hu(t, x̂(t), û(t), p(t)) = 0 для п.в. t ∈ [t0, t1], (5)

max
u∈U

H(t, x̂(t), u, p(t)) = H(t, x̂(t), û(t), p(t)) для п.в. t ∈ [t0, t1], (6)

Q(p(·))[q(·), q(·)] = −
∫ t1

t0

Hww(t, x̂(t), û(t), p(t))[q(t), q(t)] dt ≥ 0 (7)

в предположении, что соответствующие производные существуют и что
U — открытое множество в соотношениях (5) и (7).
Обозначим через Λ(x̂, û), Λm(x̂, û) и Λ(x̂, û, q) множества ненулевых

функций p(·), удовлетворяющих условиям (4), (5), условиям (4), (6) и
условиям (4), (6), (7) соответственно.
Теорема 1. Если Λ(x̂, û) = ∅, то динамическая система (1) слабо

локально управляема относительно процесса (x̂(·), û(·)).
Теорема 2. Если Λm(x̂, û) = ∅, то динамическая система (1) ло-

кально управляема относительно процесса (x̂(·), û(·)).
Оба результата можно считать известными. Первый (но в других тер-

минах) содержится в [1]. Второй можно извлечь из принципа максимума
для системы (1), полученного в [2]. Из этих теорем в силу определения и
предложения следуют соответственно классические уравнения Эйлера–
Лагранжа и принцип максимума Понтрягина для задачи (2).
Нас интересует ситуация, когда не выполнены условия теоремы 1

и/или теоремы 2. Введем пространство

K(x̂, û) =
{
q = q(·) = (h(·), v(·)) ∈ AC([t0, t1],R

n)× L∞([t0, t1],R
m) :

ḣ(t) = ϕ̂x(t)h(t) + ϕ̂u(t)v(t), h(t0) = h(t1) = 0
}
.
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Теорема 3. Если существует такое q ∈K(x̂, û), что Λ(x̂, û, q)=∅,
то система (1) локально управляема относительно процесса (x̂(·),û(·)).
Отсюда в силу определения и предложения получаем необходимые

условия сильного минимума второго порядка для задачи (2). Ранее они
были получены в [3], но в случае, когда û(·) — кусочно непрерывная
функция.
Развивая определение анормальности, данное Блиссом в [4], скажем,

что динамическая система (1) относительно процесса (x̂(·), û(·)) имеет
порядок анормальности k ∈ N, если размерность линейной оболочки
выпуклого конуса Λm(x̂(·), û(·)) равна k.
Назовем процесс (x̂(·), û(·)) особым, если конус Λm(x̂(·), û(·)) ∪ {0} не

является острым.
Следующее утверждение, которое сразу следует из теоремы 3, удобно

для приложений.

Следствие. Пусть динамическая система (1) относительно не-
особого процесса (x̂(·), û(·)) имеет порядок анормальности 1 и p(·) ∈
∈ Λm(x̂(·), û(·)). Тогда если найдется элемент q ∈ K(x̂, û) такой, что
Q(p(·))[q, q] < 0, то система (1) локально управляема относительно
процесса (x̂(·), û(·)).
Рассмотрим динамическую систему

ẋ1 = u, ẋ2 = u2 − x2
1, u(t) ∈ R для п.в. t ∈ [0, T ].

Легко проверить, что Λm(0, 0) = {p(·) = (0, α) : α ≤ 0} и Q(p(·))[q, q] =
= −2α

∫ T
0
(ḣ2

1(t) − h2
1(t)) dt для любого q = ((h1(·), h2(·)), v(·)). Таким

образом, данная система относительно неособого процесса (0, 0) имеет
порядок анормальности 1 и в случае, если T > π, она согласно след-
ствию локальна управляема относительно данного процесса.
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