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Рассмотрим следующую модифицированную модель бизнес-цикла
Н. Калдора [1–3]:{

Ẏ (t) = α
[
I(Y (t),K(t))− S(Y (t))

]
,

K̇(t) = I(Y (t),K(t))− δK(t).
(1)

Здесь Y (t) и K(t) — величины национального дохода и основных фон-
дов (капитала) в момент t ≥ 0, α > 0 — поправочный коэффициент,
характеризующий скорость реакции системы, δ > 0 — норма амортиза-
ции основных фондов. Будем считать, что функции инвестиций I(Y,K),
Y ≥ 0, K ≥ 0, и сбережений S(Y ), Y ≥ 0, имеют следующий вид:

I(Y,K) =

{
I(Y )− βK при K ≤ I(Y )/β,

0 при K > I(Y )/β,
S(Y ) = γY, (2)

где β > 0, 0 < γ < 1 и I : [0,∞) �→ R1 — такая положительная
дважды непрерывно дифференцируемая функция, что I(0) = I0 > 0,
limY→∞ I(Y ) = I∞ < ∞, I ′(Y ) > 0 и существует такое Y1 > 0, что
I ′′(Y ) > 0, если Y < Y1, и I ′′(Y ) < 0, если Y > Y1.
При функциях инвестиций I(Y,K) и сбережений S(Y ), заданных

условиями (2), система (1) отличается от оригинальной модели Кал-
дора [2].
Доказательство следующего результата см. в [4].
Теорема 1. Для любых α > 0, β > 0 и 0 < γ < 1 прямоугольник

G̃ = {(Y,K) : 0 ≤ Y ≤ Ỹ , 0 ≤ K ≤ I∞/β}, где Ỹ — любое число, не
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меньшее чем максимальный корень уравнения γY = I(Y ), является
инвариантным относительно системы (1). Кроме того, для любого
ε > 0 существует такая замкнутая непрерывная кривая без самопе-
ресечений Γε, лежащая в прямоугольнике G̃ и отстоящая от его гра-
ницы не более чем на ε, что на кривой Γε векторное поле системы (1)
направлено строго внутрь ограниченного этой кривой множества.
В общем случае система (1) может иметь от одного до трех положе-

ний равновесия, которые могут быть как устойчивыми, так и неустойчи-
выми. При определенном подборе функций I(Y,K) и S(Y ) система (1)
может демонстрировать циклическую динамику (см. [1–4]), что можно
интерпретировать как возникающие в экономике циклы экономического
подъема с последующими спадами (т.е. кризисами).
Введем в модифицированную модель Калдора (1) новую функцию

сбережений S(Y, u) = γ(1 − u)Y , u ∈ [0, 1]. Управляющий параметр
u ∈ [0, 1] характеризует увеличение потребления на величину γuY .
Используя новую функцию сбережений, приходим к следующей упра-

вляемой модели Калдора:{
Ẏ (t) = α

[
I(Y (t))− βK(t)− γ(1− u(t))Y (t)

]
,

K̇(t) = I(Y (t)) − (β + δ)K(t).
(3)

Здесь управление u : [0,∞) �→ [0, 1] — произвольная измеримая функ-
ция.
Выясним, при каких значениях Y > 0 существует такая обратная

связь u(Y ), что при ее подстановке вместо u(t) в системе (3) имеются
положения равновесия. Приравняв к нулю оба уравнения системы (3),
получаем u(Y ) = 1−δI(Y )/((β+δ)γY ). Допустимое управление должно
удовлетворять ограничению u(Y ) ∈ [0, 1]. Следовательно, для любого
Ŷ > 0, удовлетворяющего неравенству Y � δI(Y )/((β + δ)γ), соот-
ветствующее управление u(t) ≡ u(Ŷ ) реализует состояние равновесия
(Ŷ , K̂), где K̂ = K(Ŷ ) = I(Ŷ )/(β + δ), в управляемой модели Калдора.
Стоимость реализации управления u ∈ [0, 1] будем моделировать

при помощи квадратичной функции ϕ(Y, u) = ω(γuY )2/2, ω > 0
(см. [5]), а в качестве функции мгновенной полезности Φ(Y, u) бу-
дем рассматривать величину национального дохода с учетом стоимости
реализации соответствующей стимулирующей политики, т.е. положим
Φ(Y, u) = Y − ϕ(Y, u).
Для нахождения оптимального стационарного режима (Y∗,K∗, u(Y∗)),

максимизирующего величину Φ(Y, u(Y )) в управляемой модели Калдо-
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ра, необходимо решить следующую задачу (Q):

Φ(Y, u(Y )) = Y − ϕ(Y, u(Y )) → max, Y � δI(Y )

(β + δ)γ
.

Теорема 2. Для любых допустимых значений параметров управ-
ляемой модели Калдора существует решение Y∗ задачи (Q). Это ре-
шение Y∗ является корнем уравнения d

dY Φ(Y, u(Y )) = 0. Решение Y∗
больше максимального корня Y2 уравнения Y = δI(Y )/((β + δ)γ). Если
Y1 ≤ Y2, где Y1 — корень уравнения I ′′(Y ) = 0, то данное решение Y∗
единственно.
Для численного моделирования положим ω = 1 и будем использовать

значения параметров и логистическую функцию инвестиций I(Y ) из [6].
Именно, положим α = 2.2, β = 0.6, δ = 0.5, γ = 0.5 и

I(Y ) =
1

a+ e−b(Y−c)
+ d, a = 1, b = 4.2, c = 1, d = 0.6. (4)

Отметим, что при выбранных значениях параметров в неуправляемой
модели Калдора существует предельных цикл (см. [4, 6]).
Для нахождения оптимального стационарного режима (Y∗,K∗, u(Y∗)),

решая численно уравнение d
dY Φ(Y, u(Y )) = 0, найдем его единственный

корень Y∗ = 5.454545561 и соответствующие значения

K∗ = K(Y∗) = 1.454545448, u(Y∗) = 0.733333397

и Φ(Y∗, u(Y∗)) = 3.4545449. Для определения типа положения равнове-
сия (Y∗,K∗) рассмотрим соответствующую матрицу Якоби

J(Y∗,K∗) =

(
α(I ′(Y∗)− γ(1− u(Y∗))) −αβ

I ′(Y∗) −β − δ

)
.

Подставив выбранную функцию инвестиций I(Y ), получаем

J(Y∗,K∗) =

⎛⎜⎜⎜⎝
α

(
be(−b(Y∗−c))

(a+ e(−b(Y∗−c)))2
− γ(1− u(Y∗))

)
−αβ

be(−b(Y∗−c))

(a+ e(−b(Y∗−c)))2
−β − δ

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Подставив значения параметров, находим

J(Y∗,K∗) =

(
−0.2933332572 −1.32

0.3147705942 · 10−7 −1.1

)
.
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Решая уравнение det(J(Y∗,K∗)− λE) = 0, где E — единичная матрица,
находим собственные значения λ1 = −0.2933333087, λ2 = −1.099999948.
Следовательно, найденное положение равновесия — устойчивый узел.
Таким образом, при выбранных значениях параметров и функции

инвестиций I(Y ) (см. (4)) в системе (3) существует единственный опти-
мальный стационарный режим (Y∗,K∗, u(Y∗)). Отметим, что найденное
оптимальное положение равновесия (Y∗,K∗) устойчиво, а соответствую-
щее ему значение мгновенной полезности Φ(Y∗, u(Y∗)) больше, чем при
неуправляемом циклическом движении.
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