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Рассматривается движение вектора (x, y, z, θ, φ) при воздействии век-
тора управляющих параметров u = (u1, u2, u3) и вектора помехи v =
= (v1, v2, v3), подчиняющееся уравнениям [1, 2]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

mẍ(t) = −u1(t)v1(t) sin θ(t), θ̈(t) = u2(t)v2(t),

mÿ(t) = u1(t)v1(t) cos θ(t) sin φ(t), φ̈(t) = u3(t)v3(t),

mz̈(t) = u1(t)v1(t) cos θ(t) cosφ(t) −mg,

(1)

где t ∈ [0, T ], vi(t) ∈ [σi, 1], 0 < σi ≤ 1, i = 1, 2, 3, — параметр помехи,
измеримая по Лебегу функция, u1(t), u2(t), u3(t) — управляющие пара-
метры, измеримые по Лебегу функции, 0 ≤ u1 ≤ ρ1, |uj| ≤ ρj , j = 2, 3,
где m, g, σi, ρj — положительные константы. Заданы начальное поло-
жение системы (1): x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0, θ(0) = θ0, φ(0) = φ0,

ẋ(0) = ẋ0, ẏ(0) = ẏ0, ż(0) = ż0, θ̇(0) = θ̇0, φ̇(0) = φ̇0, (2)

и конечное положение: x(T ) = 0, y(T ) = 0, z(T ) = zT , θ(T ) = 0,

φ(T ) = 0, ẋ(T ) = 0, ẏ(T ) = 0, ż(T ) = 0, θ̇(T ) = 0, φ̇(T ) = 0, (3)

где T — конечный нефиксированный момент времени. Соотношения
(1)–(3) определяют дифференциальную игру управляющего игрока,
распоряжающегося выбором управлений ui, i = 0, 1, 2, при наличии век-
тора помехи v = (v1, v2, v3) [2, 3]. Целью управляющего игрока является
приведение фазового вектора системы в �-окрестность конечного поло-
жения (3) при любой допустимой помехе. Для достижения своей цели
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управляющий игрок располагает информацией об уравнениях игры (1),
краевых условиях (2), (3) и в каждый момент времени t информацией
о функциях x(s), y(s), z(s), θ(s), ϕ(s), s ∈ [0, t], и их производных.
Задача терминального управления при наличии помехи состоит в на-

хождении для краевых условий (2), (3) параметров T, ρj , σj , j = 1, 2, 3,
� > 0, для которых существует управление u = (u1, u2, u3) в классе по-
зиционных управлений [2], переводящее систему (1) из положения (2) в
�-окрестность конечного положения (3) за время T при любой допусти-
мой реализации помехи, и построении такого управления u.
Рассмотрим вспомогательную управляемую систему⎧⎪⎨⎪⎩

mẅ1(t) = −α1(t) sinw4(t), ẅ4(t) = α2(t),

mẅ2(t) = α1(t) cosw4(t) sinw5(t), ẅ5(t) = α3(t),

mẅ3(t) = α1(t) cosw4(t) cosw5(t)−mg,

(4)

где wi ∈ R1, i = 1, . . . , 5, t ∈ [0, T ], α1, α2, α3 — управляющие параметры,
измеримые по Лебегу функции t, 0 ≤ α1 ≤ ρ1σ1, |αi| ≤ ρiσi, i = 2, 3,
где положительные константы σj , ρj , j = 1, 2, 3, определены ранее. По-
ложим w = (w1, ẇ1, . . . , w5, ẇ5), w(0) = (w1(0), ẇ1(0), . . . , w5(0), ẇ5(0)) =
= (x0, ẋ0, y0, ẏ(0), z0, ż0, θ0, θ̇0, φ0, φ̇0), w(T ) = (w1(T ), ẇ1(T ), . . . , w5(T ),
ẇ5(T )) = (0, 0, 0, 0, zT , 0, 0, 0, 0, 0). Выберем α1, α2, α3 в следующем ви-
де [1]:

α1 =
r1 +mg

cosσl1(w4) cosσl1(w5)
,

α2 = −σβ1

(
ẇ4 + σβ2

(
w4 + ẇ4 +

+ σβ3

(
2w4 + ẇ4 −

ẇ1

g
+ σβ4

(
3w4 + ẇ4 −

ẇ1

g
− w1

g

))))
,

α3 = −σγ1

(
ẇ5 + σγ2

(
w5 + ẇ5 +

+ σγ3

(
2w5 + ẇ5 +

ẇ2

g
+ σγ4

(
3w5 + ẇ5 +

ẇ2

g
+

w2

g

))))
,

где r1 = −az1ẇ3 − az2(w3 − zT ), az1 , az2 — положительные константы,

ση(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−η, если ξ < −η,

ξ, если −η ≤ ξ ≤ η,

η, если ξ > η.
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Лемма. Управления αi, i = 1, 2, 3, гарантируют приведение фазо-
вого вектора системы (4) в окрестность целевой точки (3) из на-
чального положения (2), если выполнены следующие соотношения:
ρ1σ1 > 4(2|z′(0)| + |z′(0) + 2z(0)|), ρ2σ2 > β1, β1/2 > β2, β2/2 > β3,
β3/2 > β4, ρ3σ3 > γ1, γ1/2 > γ2, γ2/2 > γ3, γ3/2 > γ4, �1 = 1/2.
Запишем систему (1) в форме уравнений, разрешенных относительно

производных:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x2, mẋ2 = −u1v1 sin(θ1),

ẏ1 = y2, mẏ2 = u1v1 cos(θ1) sin(φ1),

ż1 = z2, mż2 = u1v1 cos(θ1) cos(φ1)−mg,

θ̇1 = θ2, θ̇2 = u2v2.

φ̇1 = φ2, φ̇2 = u3v3.

(5)

Пусть η = (x1, x2, y1, y2, z1, z2, θ1, θ2, φ1, φ2), f(t, η, u, v) — правая часть
системы уравнений (5), u = (u1, u2, u3), V = {v = (v1, v2, v3) : vi ∈ [σi, 1]},
U = {u = (u1, u2, u3) : u1 ∈ [0, ρ1], |uj| ≤ ρj, j = 2, 3}. Для системы (5)
выполнено условие седловой точки в маленькой игре [2, 4]. Рассмот-
рим разбиение отрезка [0, T ] на полуинтервалы [τi, τi+1), i = 0, 1, . . . , N ,
где для всех i выполнено условие τi+1 − τi ≤ δ при достаточно ма-
лом δ. Для построения позиционного управления в игровой задаче (1)
воспользуемся методом управления со вспомогательной системой [2, 4],
где в качестве вспомогательной системы будет выступать система (4).
Управление u в системе (5) выберем постоянным для t ∈ [τi, τi+1] по
схеме экстремального прицеливания [2] из условия

max
v∈V

〈
(η(τi)− w(τi)), f

(
τi, η(τi), u

(i), v
)〉

=

= min
u∈U

max
v∈V

〈
(η(τi)− w(τi)), f(τi, η(τi), u, v)

〉
, (6)

а в управление помехи v подставим реализовавшуюся в этот момент
помеху. Согласно лемме 2.8.1 из [4, с. 103] в момент прихода траек-
тории w(t) (4) в �-окрестность конечной позиции фазовый вектор η(t)
системы (5) окажется в (�+ε)-окрестности целевой точки, где ε — малая
положительная величина.
Теорема. При выполнении соотношений на параметры процес-

са (1), приведенных в лемме, существуют позиционное управление
ū(t, η(t)) и момент времени T > 0 такие, что применение управле-
ния u, выбранного из условия (6), гарантирует приведение траектории
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системы (5) из положения (2) в �-окрестность точки (3) в момент T
при любой допустимой помехе.

На рисунке приведены результаты численного расчета траекторий
системы (1) для краевых условий x(0) = −1, ẋ(0) = −0.3, x(T ) = 0,
ẋ(T ) = 0, y(0) = 1, ẏ(0) = 0.2, y(T ) = 0, ẏ(T ) = 0, z(0) = 30, ż(0) = 0,
z(T ) = 0.5, ż(T ) = 0, θ(0) = 0, θ̇(0) = 0, θ(T ) = 0, θ̇(T ) = 0, φ(0) = 0.1,
φ̇(0) = 0.1, φ(T ) = 0, φ̇(T ) = 0, параметров ρ2 = 0.6, ρ3 = 0.6, � = 0.1,
ρ1 = 1.35, σi = 0.82, i = 1, 2, 3, T = 60. Параметры помехи соответству-
ют функции vi(t) = cos(ξi(t)), i = 1, 2, 3, |ξi(t)| ≤ 0.57.
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