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Îïðåäåëåíèÿ: Ñëó÷àéíûé ãðàô Ýðäåøà-Ðåíüè è ñëó÷àéíûé ãðàô
G(Gn, p)

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé ãðàô Ýðäåøà-Ðåíüè G(n, p) � ýòî

ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â Ωn è ðàñïðåäåëåíèåì Pn,p
íà Fn, ãäå

Ωn = {(V = {1, ..., n}, E)}, Fn = 2Ωn ,

Pn,p(G) = p|E|(1− p)C2
n−|E|.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Gn = (Vn, En) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãðàôîâ.
Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) � ýòî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî

çíà÷åíèÿìè â ΩGn è ðàñïðåäåëåíèåì PGn,p íà FGn , ãäå

ΩGn = {G = (V,E) : V = Vn, E ⊆ En},

FGn = 2ΩGn , PGn,p(G) = p|E|(1− p)|En|−|E|.



Îïðåäåëåíèÿ: Ñëó÷àéíûé ãðàô Ýðäåøà-Ðåíüè è ñëó÷àéíûé ãðàô
G(Gn, p)

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé ãðàô Ýðäåøà-Ðåíüè G(n, p) � ýòî

ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî çíà÷åíèÿìè â Ωn è ðàñïðåäåëåíèåì Pn,p
íà Fn, ãäå

Ωn = {(V = {1, ..., n}, E)}, Fn = 2Ωn ,

Pn,p(G) = p|E|(1− p)C2
n−|E|.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Gn = (Vn, En) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãðàôîâ.
Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) � ýòî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñî

çíà÷åíèÿìè â ΩGn è ðàñïðåäåëåíèåì PGn,p íà FGn , ãäå

ΩGn = {G = (V,E) : V = Vn, E ⊆ En},

FGn = 2ΩGn , PGn,p(G) = p|E|(1− p)|En|−|E|.



Îïðåäåëåíèÿ: ñâîéñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà è çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

Îïðåäåëåíèå. Ñâîéñòâà ãðàôîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ

ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ èç

ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ∼,=
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,⇒,⇔,∨,∧
ïåðåìåííûõ x, y, . . .

êâàíòîðîâ ∀,∃

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p)
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè äëÿ ëþáîãî
ñâîéñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà L ëèáî

lim
n→∞

PGn,p(L) = 0,

ëèáî
lim
n→∞

PGn,p(L) = 1.



Îïðåäåëåíèÿ: ñâîéñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà è çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

Îïðåäåëåíèå. Ñâîéñòâà ãðàôîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ

ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ èç

ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ∼,=
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,⇒,⇔,∨,∧
ïåðåìåííûõ x, y, . . .

êâàíòîðîâ ∀,∃

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p)
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè äëÿ ëþáîãî
ñâîéñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà L ëèáî

lim
n→∞

PGn,p(L) = 0,

ëèáî
lim
n→∞

PGn,p(L) = 1.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà Ýðäåøà-Ðåíüè G(n, p)

Òåîðåìà(Ãëåáñêèé è äð., 1969; Ôàãèí, 1976)

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

∀β > 0 min(p, 1− p)nβ →∞ ïðè n→∞.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Òåîðåìà(Øåëà, Ñïåíñåð, 1988)

Ïóñòü p(n) = n−β , ãäå β èððàöèîíàëüíî.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà Ýðäåøà-Ðåíüè G(n, p)

Òåîðåìà(Ãëåáñêèé è äð., 1969; Ôàãèí, 1976)

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

∀β > 0 min(p, 1− p)nβ →∞ ïðè n→∞.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Òåîðåìà(Øåëà, Ñïåíñåð, 1988)

Ïóñòü p(n) = n−β , ãäå β èððàöèîíàëüíî.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(n, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.



Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô

Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
Gdistn , p

)
Gdistn =

(
V dist
n , Edistn

)
, n = 4k

V dist
n =

{
v = (v1, . . . , vn) ∈ {0, 1}n :

n∑
i=1

vi = 2k

}

Edistn =
{
{u,v} ∈ V dist

n × V dist
n : (u,v) = k

}



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ

Òåîðåìà(Æóêîâñêèé, 2011)

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

min(p, 1− p)
∣∣∣V dist
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G
(
Gdistn , p

)
íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ

èëè åäèíèöû, íî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
G
(
Gdistni

, p
)
, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô ñ âåðøèíàìè â {−1, 0, 1}n

Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
G{−1,0,1}
n , p

)
G{−1,0,1}
n =

(
V {−1,0,1}
n , E{−1,0,1}

n

)
a = a(n), b = b(n), c = c(n), d = d(n)

a(n) + b(n) + d(n) = n

V {−1,0,1}
n = {v = (v1, . . . , vn) : vi ∈ {−1, 0, 1},

|{i ∈ {1, . . . , n} : vi = 1}| = a,

|{i ∈ {1, . . . , n} : vi = −1}| = b,

|{i ∈ {1, . . . , n} : vi = 0}| = d},

E{−1,0,1}
n =

{
{u,v} ∈ V {−1,0,1}

n × V {−1,0,1}
n : (u,v) = c

}

Ïðåäûäóùàÿ ìîäåëü: a = n/2, b = 0, c = n/4, d = n/2



Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô ñ âåðøèíàìè â {−1, 0, 1}n

Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
G{−1,0,1}
n , p

)
G{−1,0,1}
n =

(
V {−1,0,1}
n , E{−1,0,1}

n

)
a = a(n), b = b(n), c = c(n), d = d(n)

a(n) + b(n) + d(n) = n

V {−1,0,1}
n = {v = (v1, . . . , vn) : vi ∈ {−1, 0, 1},

|{i ∈ {1, . . . , n} : vi = 1}| = a,

|{i ∈ {1, . . . , n} : vi = −1}| = b,

|{i ∈ {1, . . . , n} : vi = 0}| = d},

E{−1,0,1}
n =

{
{u,v} ∈ V {−1,0,1}

n × V {−1,0,1}
n : (u,v) = c

}
Ïðåäûäóùàÿ ìîäåëü: a = n/2, b = 0, c = n/4, d = n/2



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â {−1, 0, 1}n

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

min(p, 1− p)
∣∣∣V {−1,0,1}
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n) = b(n), c(n) = 0, d(n)→∞, n→∞. Òîãäà

ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
G
{−1,0,1}
n , p

)
ïîä÷èíÿåòñÿ

çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n)− b(n) = αn, c(n) = α2n, α ∈ Q,
0 < α < 1, d(n)→∞, n→∞. Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô

G
(
G{−1,0,1}
n , p

)
íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, íî

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü G
(
G{−1,0,1}
ni , p

)
,

ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â {−1, 0, 1}n

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

min(p, 1− p)
∣∣∣V {−1,0,1}
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n) = b(n), c(n) = 0, d(n)→∞, n→∞. Òîãäà

ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
G
{−1,0,1}
n , p

)
ïîä÷èíÿåòñÿ

çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n)− b(n) = αn, c(n) = α2n, α ∈ Q,
0 < α < 1, d(n)→∞, n→∞. Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô

G
(
G{−1,0,1}
n , p

)
íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, íî

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü G
(
G{−1,0,1}
ni , p

)
,

ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â {−1, 0, 1}n

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

min(p, 1− p)
∣∣∣V {−1,0,1}
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n) = b(n), c(n) = 0, d(n)→∞, n→∞. Òîãäà

ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
G
{−1,0,1}
n , p

)
ïîä÷èíÿåòñÿ

çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n)− b(n) = αn, c(n) = α2n, α ∈ Q,
0 < α < 1, d(n)→∞, n→∞. Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô

G
(
G{−1,0,1}
n , p

)
íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, íî

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü G
(
G{−1,0,1}
ni , p

)
,

ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â {−1, 0, 1}n

Òåîðåìà

Ïóñòü a− b = o(n), c = o(a− b), a = Θ(n), d(n)→∞,
n→∞, è äëÿ âñÿêîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå n0 ∈ N, ÷òî ïðè
âñåõ n > n0 ÷èñëà a(n)− b(n) è c(n) äåëÿòñÿ íà m. Òîãäà

ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
G{−1,0,1}
n , p

)
ïîä÷èíÿåòñÿ

çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR(G,H, r)

EHR(G,H, r)

Ãðàôû G,H, ÷èñëî ðàóíäîâ r
Äâà èãðîêà Íîâàòîð è Êîíñåðâàòîð
i-ûé ðàóíä:

Íîâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó ëèáî èç G, ëèáî èç H

Êîíñåðâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó èç äðóãîãî ãðàôà

Ïóñòü x1, ..., xr, y1, ..., yr � âåðøèíû, âûáðàííûå èç ãðàôîâ
G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G|{x1,...,xr} ∼= H|{y1,...,yr}.

Òåîðåìà

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n,m→∞

PGn,Gm,p(Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò EHR(G,H, k)) = 1

äëÿ êàæäîãî k ∈ N.



Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR(G,H, r)

EHR(G,H, r)

Ãðàôû G,H, ÷èñëî ðàóíäîâ r
Äâà èãðîêà Íîâàòîð è Êîíñåðâàòîð
i-ûé ðàóíä:

Íîâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó ëèáî èç G, ëèáî èç H

Êîíñåðâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó èç äðóãîãî ãðàôà

Ïóñòü x1, ..., xr, y1, ..., yr � âåðøèíû, âûáðàííûå èç ãðàôîâ
G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G|{x1,...,xr} ∼= H|{y1,...,yr}.

Òåîðåìà

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n,m→∞

PGn,Gm,p(Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò EHR(G,H, k)) = 1

äëÿ êàæäîãî k ∈ N.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî

ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ r , åñëè äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vk,

u1, . . . ,ul (k + l ≤ r) ñóùåñòâóåò âåðøèíà v, ñîåäèíåííàÿ

ðåáðàìè ñ v1, . . . ,vk è íå ñîåäèíåííàÿ ðåáðàìè ñ u1, . . . ,ul.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî r ∈ N G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ r àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè íàâåðíîå.
Òîãäà G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå β > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåðøèí
v1, . . . ,vr ∈ Vn

|{v ∈ Vn : {v,vi} ∈ En, i = 1, . . . , r}| ≥ f(n, r),

f(n, r) = Ω(|Vn|β).

Òîãäà G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ
r àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè íàâåðíîå.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî

ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ r , åñëè äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vk,

u1, . . . ,ul (k + l ≤ r) ñóùåñòâóåò âåðøèíà v, ñîåäèíåííàÿ

ðåáðàìè ñ v1, . . . ,vk è íå ñîåäèíåííàÿ ðåáðàìè ñ u1, . . . ,ul.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî r ∈ N G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ r àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè íàâåðíîå.
Òîãäà G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå β > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåðøèí
v1, . . . ,vr ∈ Vn

|{v ∈ Vn : {v,vi} ∈ En, i = 1, . . . , r}| ≥ f(n, r),

f(n, r) = Ω(|Vn|β).

Òîãäà G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ
r àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè íàâåðíîå.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî

ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ r , åñëè äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vk,

u1, . . . ,ul (k + l ≤ r) ñóùåñòâóåò âåðøèíà v, ñîåäèíåííàÿ

ðåáðàìè ñ v1, . . . ,vk è íå ñîåäèíåííàÿ ðåáðàìè ñ u1, . . . ,ul.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî r ∈ N G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ r àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè íàâåðíîå.
Òîãäà G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå β > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåðøèí
v1, . . . ,vr ∈ Vn

|{v ∈ Vn : {v,vi} ∈ En, i = 1, . . . , r}| ≥ f(n, r),

f(n, r) = Ω(|Vn|β).

Òîãäà G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ
r àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè íàâåðíîå.



Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

v1, . . . ,vr ∈ V {−1,0,1}
n

Íàéäåì Ω

(∣∣∣V {−1,0,1}
n

∣∣∣β) âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè ñ

v1, . . . ,vr

{v,vi} ∈ E{−1,0,1}
n ⇔ (v,vi) = c

Íóæíî íàéòè òàêîé âåêòîð y ∈ Z3r , ÷òî Ay =


c
...
c

a− b

 , ãäå

A =

−1 . . . 1
. . . . . . . . .
−1 . . . 1
1 . . . 1





Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô ñ âåðøèíàìè â Zn

Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G
(
GZn , p

)
GZn =

(
V Z
n , E

Z
n

)
V Z
n = {v = (v1, . . . , vn) : vi ∈M, i = 1, . . . , n,

∀m ∈M |{i ∈ {1, . . . , n} : vi = m}| = am(n)}

EZ
n =

{
{u,v} ∈ V Z

n × V Z
n : (u,v) = c(n)

}
ìíîæåñòâî M ⊂ Z, |M | <∞.

ôóíêöèè am = am(n), m ∈M , òàêèå, ÷òî∑
m∈M

am(n) = n.

ôóíêöèÿ c = c(n)



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â Zn

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

min(p, 1− p)
∣∣∣V Z
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Φ(n) =
∑
m∈M

mam(n)

Òåîðåìà

Ïóñòü m ∈M , ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

Φ(n) = m · n, c(n) = m2 · n,

è am →∞ ïðè n→∞. Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(GZ
n, p)

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â Zn

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

min(p, 1− p)
∣∣∣V Z
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Φ(n) =
∑
m∈M

mam(n)

Òåîðåìà

Ïóñòü m ∈M , ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

Φ(n) = m · n, c(n) = m2 · n,

è am →∞ ïðè n→∞. Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(GZ
n, p)

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â Zn

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

min(p, 1− p)
∣∣∣V Z
n

∣∣∣β →∞ ïðè n→∞ ∀β > 0.

Φ(n) =
∑
m∈M

mam(n)

Òåîðåìà

Ïóñòü m ∈M , ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

Φ(n) = m · n, c(n) = m2 · n,

è am →∞ ïðè n→∞. Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(GZ
n, p)

ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ ñ
âåðøèíàìè â Zn(ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà

Ïóñòü m ∈M , ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî

Φ(n) = (m+ α)n, c(n) = (m+ α)2n, ãäå α ∈ Q, 0 < α < 1,

è am →∞ ïðè n→∞.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni}i∈N òàêîâà, ÷òî

∀d ∈ N ∃i0 ∈ N ∀i > i0 d | ni.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {G(GZ
ni
, p)}i∈N ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó

íóëÿ èëè åäèíèöû.



Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

v1, . . . ,vr ∈ V Z
n

Íàéäåì Ω
(∣∣V Z

n

∣∣β) âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè ñ v1, . . . ,vr

{v,vi} ∈ EZ
n ⇔ (v,vi) = c

Äëÿ äàííîãî âåêòîðà x ∈ Z|M |r , óäîâëåòâîðÿþùåìó óðàâíåíèþ

Ax = (Φ, . . . ,Φ, n)T ,

íóæíî íàéòè òàêîé âåêòîð y ∈ Z|M |r , ÷òî

Ay = (c, . . . , c,Φ)T , 0 ≤ yj ≤ xj ïðè âñåõ j.



Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô ñ âåðøèíàìè â {0, 1}n

Ñëó÷àéíûé äèñòàíöèîííûé ãðàô G(G{0,1}n , p)

G{0,1}n = (V {0,1}n , E{0,1}n )

a = a(n), c = c(n)

V {0,1}n =

{
v = (v1, . . . , vn) : vi ∈ {0, 1},

n∑
i=1

vi = a

}

E{0,1}n = {{u,v} ∈ V {0,1}n × V {0,1}n : (u,v) = c}



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

∀β > 0 min(p, 1− p)|V {0,1}n |β →∞ ïðè n→∞.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n) = αn, c(n) = α2n, α ∈ Q, 0 < α < 1.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ
èëè åäèíèöû, íî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G(G{0,1}ni , p), ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Ïóñòü ôóíêöèÿ p = p(n) òàêîâà, ÷òî

∀β > 0 min(p, 1− p)|V {0,1}n |β →∞ ïðè n→∞.

Òåîðåìà

Ïóñòü a(n) = αn, c(n) = α2n, α ∈ Q, 0 < α < 1.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) íå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ
èëè åäèíèöû, íî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

G(G{0,1}ni , p), ïîä÷èíÿþùàÿñÿ çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Âîïðîñû

Êîãäà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû?

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñâîéñòâî ïåðâîãî ïîðÿäêà L è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p), ÷òî

lim
i→∞

PG{0,1}ni
,p

(L) ∈ (0, 1)

Êàêèå ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè PG{0,1}ni
,p

(L) ìîæíî

ïîëó÷èòü?



Âîïðîñû

Êîãäà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû?

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñâîéñòâî ïåðâîãî ïîðÿäêà L è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p), ÷òî

lim
i→∞

PG{0,1}ni
,p

(L) ∈ (0, 1)

Êàêèå ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè PG{0,1}ni
,p

(L) ìîæíî

ïîëó÷èòü?



Âîïðîñû

Êîãäà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ
çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû?

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñâîéñòâî ïåðâîãî ïîðÿäêà L è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p), ÷òî

lim
i→∞

PG{0,1}ni
,p

(L) ∈ (0, 1)

Êàêèå ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè PG{0,1}ni
,p

(L) ìîæíî

ïîëó÷èòü?



Îïðåäåëåíèÿ: k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó
íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà

L, çàäàâàåìîãî ôîðìóëîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êâàíòîðíîé
ãëóáèíîé íå áîëåå k, âûïîëíåíî ëèáî

lim
n→∞

Pn,p(L) = 0,

ëèáî
lim
n→∞

Pn,p(L) = 1.



Ðàñøèðåííûé k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p)
ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó k-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè

äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà L, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ êâàíòîðíîé ãëóáèíîé íå áîëåå k, ëþáîé ÷àñòè÷íûé

ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PGn,p(L) ðàâåí 0 èëè 1.

Öåëü. Íàéòè óñëîâèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p), ïðè

êîòîðûõ èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

âûïîëíåí k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû íå âûïîëíåí, íî âûïîëíåí
ðàñøèðåííûé k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

íå âûïîëíåí ðàñøèðåííûé k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû



Ðàñøèðåííûé k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p)
ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó k-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû, åñëè

äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà L, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ êâàíòîðíîé ãëóáèíîé íå áîëåå k, ëþáîé ÷àñòè÷íûé

ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè PGn,p(L) ðàâåí 0 èëè 1.

Öåëü. Íàéòè óñëîâèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p), ïðè

êîòîðûõ èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

âûïîëíåí k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû íå âûïîëíåí, íî âûïîëíåí
ðàñøèðåííûé k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû

íå âûïîëíåí ðàñøèðåííûé k-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû



k-çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Îáîçíà÷åíèÿ. a = αn, c = α2n, α = s/q, (s, q) = 1.

Òåîðåìà (3-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 3-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Òåîðåìà (4-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó
4-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 4-çàêîíó íóëÿ
èëè åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃i0, òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a(ni)− c(ni) ïðè i > i0 èìåþò
îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.



k-çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Îáîçíà÷åíèÿ. a = αn, c = α2n, α = s/q, (s, q) = 1.

Òåîðåìà (3-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 3-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Òåîðåìà (4-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó
4-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 4-çàêîíó íóëÿ
èëè åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃i0, òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a(ni)− c(ni) ïðè i > i0 èìåþò
îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.



k-çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Îáîçíà÷åíèÿ. a = αn, c = α2n, α = s/q, (s, q) = 1.

Òåîðåìà (3-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 3-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Òåîðåìà (4-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó
4-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 4-çàêîíó íóëÿ
èëè åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃i0, òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a(ni)− c(ni) ïðè i > i0 èìåþò
îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.



k-çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Òåîðåìà (5-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni} òàêîâà, ÷òî ÷èñëà a(ni)− c(ni)
÷åòíû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Òîãäà

G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó 5-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû,

G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 5-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃i0, òàêîå, ÷òî ëèáî

∀i > i0 3|a(ni)− c(ni), ëèáî ∀i > i0 3 - a(ni)− c(ni).



k-çàêîíû íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Òåîðåìà (6-çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû)

Ïóñòü q 6= 5 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni} òàêîâà, ÷òî
a(ni)− c(ni) äåëÿòñÿ íà 12 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Òîãäà

G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó 6-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû,

G(G{0,1}ni , p) ïîä÷èíÿåòñÿ 6-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃i0, òàêîå, ÷òî ëèáî

∀i > i0 5|a(ni)− c(ni), ëèáî ∀i > i0 5 - a(ni)− c(ni).



Îïðîâåðæåíèå ðàñøèðåííûõ çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî
äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

∀β > 0 min(p, 1− p)|V {0,1}n |β →∞ ïðè n→∞. (∗)

Òåîðåìà (îïðîâåðæåíèå ðàñøèðåííîãî 6-çàêîíà íóëÿ èëè
åäèíèöû)

Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ:

q = 5 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni} òàêîâà, ÷òî a(ni)− c(ni)
íå äåëÿòñÿ íà 5 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i,

α = 1
2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni} òàêîâà, ÷òî a(ni)− c(ni)

íå äåëÿòñÿ íà 4 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ p(n), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (∗),
÷òî G(G{0,1}ni , p) íå ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó 6-çàêîíó íóëÿ

èëè åäèíèöû.



Îïðîâåðæåíèå ðàñøèðåííûõ çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû äëÿ ñëó÷àéíîãî
äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Òåîðåìà (îïðîâåðæåíèå ðàñøèðåííîãî çàêîíà íóëÿ èëè
åäèíèöû)

Ïóñòü q ÷åòíî, α ∈ (1
4 ,

3
4) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni} òàêîâà,

÷òî a(ni)− c(ni) íå äåëÿòñÿ íà 4 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ p(n), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (∗),
÷òî G(G{0,1}ni , p) íå ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.



Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR(G,H, k)

EHR(G,H, k)

Ãðàôû G,H, ÷èñëî ðàóíäîâ k
Äâà èãðîêà Íîâàòîð è Êîíñåðâàòîð

i-ûé ðàóíä:

Íîâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó â ãðàôå G èëè â ãðàôå H

Êîíñåðâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó â äðóãîì ãðàôå

Ïóñòü x1, . . . , xk, y1, . . . , yk � âåðøèíû, âûáðàííûå èç
ãðàôîâ G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G|{x1,...,xk} ∼= H|{y1,...,yk}.

Òåîðåìà

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P(Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò â èãðå EHR(G(Gn, p), G(Gm, p), k))→ 1

ïðè n,m→∞.



Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR(G,H, k)

EHR(G,H, k)

Ãðàôû G,H, ÷èñëî ðàóíäîâ k
Äâà èãðîêà Íîâàòîð è Êîíñåðâàòîð

i-ûé ðàóíä:

Íîâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó â ãðàôå G èëè â ãðàôå H

Êîíñåðâàòîð âûáèðàåò âåðøèíó â äðóãîì ãðàôå

Ïóñòü x1, . . . , xk, y1, . . . , yk � âåðøèíû, âûáðàííûå èç
ãðàôîâ G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
G|{x1,...,xk} ∼= H|{y1,...,yk}.

Òåîðåìà

Ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P(Êîíñåðâàòîð âûèãðûâàåò â èãðå EHR(G(Gn, p), G(Gm, p), k))→ 1

ïðè n,m→∞.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî

ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ t, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí

v1, . . . ,vl, u1, . . . ,ur (l + r ≤ t) ñóùåñòâóåò âåðøèíà v,
ñìåæíàÿ ñ v1, . . . ,vl è íå ñìåæíàÿ ñ u1, . . . ,ur.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

óðîâíÿ (k − 1) ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1. Òîãäà

ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

óðîâíÿ t ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ N.
Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî

ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ t, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí

v1, . . . ,vl, u1, . . . ,ur (l + r ≤ t) ñóùåñòâóåò âåðøèíà v,
ñìåæíàÿ ñ v1, . . . ,vl è íå ñìåæíàÿ ñ u1, . . . ,ur.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

óðîâíÿ (k − 1) ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1. Òîãäà

ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

óðîâíÿ t ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ N.
Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî

ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ t, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí

v1, . . . ,vl, u1, . . . ,ur (l + r ≤ t) ñóùåñòâóåò âåðøèíà v,
ñìåæíàÿ ñ v1, . . . ,vl è íå ñìåæíàÿ ñ u1, . . . ,ur.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

óðîâíÿ (k − 1) ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1. Òîãäà

ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ k-çàêîíó íóëÿ èëè
åäèíèöû.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ

óðîâíÿ t ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ N.
Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó íóëÿ èëè

åäèíèöû.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a(n) = αn, α ∈ Q, 0 < α < 1. Òîãäà G(G{0,1}ni , p)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ t ñ
àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ N òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà c = α2n è ∀m ∈ N m|ni ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a(n) = αn, c = α2n, α ∈ Q, 0 < α < 1, t ≤ 5.

Òîãäà G(G{0,1}ni , p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ
óðîâíÿ t ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Dt|a(ni)− c(ni) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i, ãäå

D2 = 1, D3 = 2, D4 = 6, D5 = 60.



Ñâîéñòâî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî äèñòàíöèîííîãî ãðàôà

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a(n) = αn, α ∈ Q, 0 < α < 1. Òîãäà G(G{0,1}ni , p)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ óðîâíÿ t ñ
àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ N òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà c = α2n è ∀m ∈ N m|ni ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a(n) = αn, c = α2n, α ∈ Q, 0 < α < 1, t ≤ 5.

Òîãäà G(G{0,1}ni , p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ
óðîâíÿ t ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Dt|a(ni)− c(ni) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i, ãäå

D2 = 1, D3 = 2, D4 = 6, D5 = 60.



Îñîáåííûå íàáîðû âåðøèí

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî âåðøèíû v1, . . . ,vt ãðàôà

G = (V,E) îáðàçóþò îñîáåííûé t-íàáîð, åñëè íå ñóùåñòâóåò

âåðøèíû v ∈ V , ñìåæíîé ñî âñåìè âåðøèíàì v1, . . . ,vt.

Ïóñòü Rt � ñâîéñòâî îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ Gn:
äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vt , íå îáðàçóþùèõ îñîáåííûé

t-íàáîð â Gn è äëÿ ëþáîãî U ⊆ {v1, . . . ,vt} ñóùåñòâóåò
âåðøèíà v, ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè èç U è íå
ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàì èç {v1, . . . ,vt} \ U .

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî t ∈ N ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Rt ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1.



Îñîáåííûå íàáîðû âåðøèí

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî âåðøèíû v1, . . . ,vt ãðàôà

G = (V,E) îáðàçóþò îñîáåííûé t-íàáîð, åñëè íå ñóùåñòâóåò

âåðøèíû v ∈ V , ñìåæíîé ñî âñåìè âåðøèíàì v1, . . . ,vt.

Ïóñòü Rt � ñâîéñòâî îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ Gn:
äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vt , íå îáðàçóþùèõ îñîáåííûé

t-íàáîð â Gn è äëÿ ëþáîãî U ⊆ {v1, . . . ,vt} ñóùåñòâóåò
âåðøèíà v, ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè èç U è íå
ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàì èç {v1, . . . ,vt} \ U .

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî t ∈ N ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Rt ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1.



Îñîáåííûå íàáîðû âåðøèí

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî âåðøèíû v1, . . . ,vt ãðàôà

G = (V,E) îáðàçóþò îñîáåííûé t-íàáîð, åñëè íå ñóùåñòâóåò

âåðøèíû v ∈ V , ñìåæíîé ñî âñåìè âåðøèíàì v1, . . . ,vt.

Ïóñòü Rt � ñâîéñòâî îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ Gn:
äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vt , íå îáðàçóþùèõ îñîáåííûé

t-íàáîð â Gn è äëÿ ëþáîãî U ⊆ {v1, . . . ,vt} ñóùåñòâóåò
âåðøèíà v, ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè èç U è íå
ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàì èç {v1, . . . ,vt} \ U .

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî t ∈ N ñëó÷àéíûé ãðàô G(G{0,1}n , p) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Rt ñ àñèìïòîòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 1.



Äîêàçàòåëüñòâî k-çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû: îñîáåííûå íàáîðû
âåðøèí áåç ðåáåð

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(1) Gn = (Vn, En) íå èìååò îñîáåííûõ (t− 1)-íàáîðîâ

(2) G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Rt ñ àñèìïòîòè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòüþ 1

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gn = (Vn, En) óäîâëåòâîðÿåò (1), (2)
è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Gn èìååò îñîáåííûå t-íàáîðû,

äëÿ ëþáîãî îñîáåííîãî t-íàáîðà ëþáûå äâå åãî âåðøèíû íå
ñìåæíû.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ (t+ 1)-çàêîíó
íóëÿ èëè åäèíèöû.



Äîêàçàòåëüñòâî k-çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû: îñîáåííûå íàáîðû
âåðøèí áåç ðåáåð

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(1) Gn = (Vn, En) íå èìååò îñîáåííûõ (t− 1)-íàáîðîâ

(2) G(Gn, p) îáëàäàåò ñâîéñòâîì Rt ñ àñèìïòîòè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòüþ 1

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gn = (Vn, En) óäîâëåòâîðÿåò (1), (2)
è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Gn èìååò îñîáåííûå t-íàáîðû,

äëÿ ëþáîãî îñîáåííîãî t-íàáîðà ëþáûå äâå åãî âåðøèíû íå
ñìåæíû.

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ (t+ 1)-çàêîíó
íóëÿ èëè åäèíèöû.



Äîêàçàòåëüñòâî k-çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû: îñîáåííûå íàáîðû
âåðøèí ñ ðåáðàìè

Ïðåäëîæåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gn = (Vn, En) óäîâëåòâîðÿåò (1), (2), è äëÿ

ëþáûõ âåðøèí v1, . . . ,vi, ãäå i < t, âûïîëíåíî îäíî èç
ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

äëÿ ëþáîé âåðøèíû vi+1, òàêîé, ÷òî âåðøèíû v1, . . . ,vi+1

ìîãóò áûòü äîïîëíåíû äî îñîáåííîãî t-íàáîðà, ñóùåñòâóåò

Ω(|Vn|β) ðàçëè÷íûõ âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò
áûòü ïåðåâåäåíà â vi+1 àâòîìîðôèçìîì ãðàôà Gn,

îñòàâëÿþùåì íåïîäâèæíûìè âåðøèíû v1, . . . ,vi
(ãäå β - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà),

|{(vi+1, . . . ,vt) : {v1, . . . ,vt} � îñîáåííûé t-íàáîð}| =
O(1).

Òîãäà ñëó÷àéíûé ãðàô G(Gn, p) ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñøèðåííîìó
(t+ 1)-çàêîíó íóëÿ èëè åäèíèöû.



Îïðîâåðæåíèå ðàñøèðåííûõ k-çàêîíîâ íóëÿ èëè åäèíèöû

Ïóñòü L � ñâîéñòâî ïîäãðàôîâ G ⊆ Gn:
äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåðøèí (v1, . . . ,vi), êîòîðûé ìîæåò

áûòü äîïîëíåí äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â Gn
ñóùåñòâóþò âåðøèíû vi+1, . . . ,vt, äîïîëíÿþùèå

(v1, . . . ,vi) äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â G.

Ïóñòü K(v1, . . . ,vi) � ÷èñëî íàáîðîâ (vi+1, . . . ,vt),

äîïîëíÿþùèõ (v1, . . . ,vi) äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â
Gn.

Åñëè ñóùåñòâóåò (v1, . . . ,vi) ñ

K(v1, . . . ,vi)→∞, K(v1, . . . ,vi) = |Vn|o(1),

òî PGn,p(L) ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê ëþáîìó ÷èñëó èç (0, 1).
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Ïóñòü L � ñâîéñòâî ïîäãðàôîâ G ⊆ Gn:
äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåðøèí (v1, . . . ,vi), êîòîðûé ìîæåò

áûòü äîïîëíåí äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â Gn
ñóùåñòâóþò âåðøèíû vi+1, . . . ,vt, äîïîëíÿþùèå

(v1, . . . ,vi) äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â G.

Ïóñòü K(v1, . . . ,vi) � ÷èñëî íàáîðîâ (vi+1, . . . ,vt),

äîïîëíÿþùèõ (v1, . . . ,vi) äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â
Gn.

Åñëè ñóùåñòâóåò (v1, . . . ,vi) ñ

K(v1, . . . ,vi)→∞, K(v1, . . . ,vi) = |Vn|o(1),

òî PGn,p(L) ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê ëþáîìó ÷èñëó èç (0, 1).
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Ïóñòü L � ñâîéñòâî ïîäãðàôîâ G ⊆ Gn:
äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåðøèí (v1, . . . ,vi), êîòîðûé ìîæåò

áûòü äîïîëíåí äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â Gn
ñóùåñòâóþò âåðøèíû vi+1, . . . ,vt, äîïîëíÿþùèå

(v1, . . . ,vi) äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â G.

Ïóñòü K(v1, . . . ,vi) � ÷èñëî íàáîðîâ (vi+1, . . . ,vt),

äîïîëíÿþùèõ (v1, . . . ,vi) äî îñîáåííîãî t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â
Gn.

Åñëè ñóùåñòâóåò (v1, . . . ,vi) ñ

K(v1, . . . ,vi)→∞, K(v1, . . . ,vi) = |Vn|o(1),

òî PGn,p(L) ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê ëþáîìó ÷èñëó èç (0, 1).
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Çàìåíèì L ñâîéñòâîì ïåðâîãî ïîðÿäêà L:

L = ∀v1 . . . ∀vi ∃vi+1 . . . ∃vt Q(v1, . . . ,vt),

ãäå Q � ñâîéñòâî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðèáëèæàþùåå ñâîéñòâî,
÷òî ëèáî íàáîð (v1, . . . ,vi) íåëüçÿ äîïîëíèòü äî îñîáåííîãî

t-íàáîðà ñ ðåáðàìè â Gn, ëèáî (v1, . . . ,vt) � îñîáåííûé t-íàáîð

ñ ðåáðàìè â G(Gn, p).



Ñïàñèáî

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


