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Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξd(t))>, d ≥ 2, t ∈ R+ -
ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàííûé âåêòîðíûé ïðîöåññ
ñ ï.í. íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

Ïóñòü g : Rd → R - îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ïîðÿäêà β > 0, òî åñòü äëÿ âñåõ a > 0 è x ∈ Rd âåðíî
g(ax) = aβg(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(·) ÿâëÿåòñÿ
B(Rd)|B(R) èçìåðèìîé.

Ïðîöåññîì ãàóññîâñêîãî õàîñà íàçîâåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
g(ξ(t)). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè

Pξ(u, p) := P
(

sup
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)
, p > 0,

äëÿ áîëüøèõ u, òî åñòü, u →∞.



Ââåäåíèå: ìîòèâàöèÿ ðàáîòû

Äî íà÷àëà èññëåäîâàíèé âèä ôóíêöèé g , äëÿ êîòîðûõ áûëà
ðåøåíà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à, áûë âåñüìà îãðàíè÷åí:

I J. Pickands III [1]: ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;

I Â. È. Ïèòåðáàðã [2], [3] è Â. È. Ïèòåðáàðã, Ñ. Ñòàìàòîâè÷
[4]: ïðîöåññû òèïà õè-êâàäðàò (g �
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà).

Ïàðàëëåëüíî ñ ïðîöåññîì èññëåäîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

I P. Albin, E. Hashorva, Lanpeng Ji, Chengxiu Ling [5]:
ðàçíîñòü äâóõ íåçàâèñèìûõ õè-êâàäðàò ïðîöåññîâ;

I Â. È. Ïèòåðáàðã [6]: îáùèé ñëó÷àé ãàóññîâñêîãî õàîñà â
óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò.



Ââåäåíèå: îñíîâíûå ìåòîäû

Áàçîâûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äâîéíûõ ñóìì,
ïðåäëîæåííûé Äæåéìñîì Ïèêàíäñîì â [1] è âïîñëåäñòâèè
ðàçâèòûé Â.È. Ïèòåðáàðãîì â [8], [9].

Êðîìå ýòîãî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå ìåòîäû:

I ìåòîä îöåíêè èíòåãðàëîâ òèïà Ëàïëàñà;

I äèñêðåòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.



Ââåäåíèå: òåîðåìà Ïèêàíäñà
Ïóñòü ξ(t)− ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàííûé ï.í.
íåïðåðûâíûé ïðîöåññ, êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ïèêàíäñà:

r(t) = 1− |t|α + o(|t|α), t → 0, α ∈ (0, 2]. (1)

Ïóñòü Bα/2(t) - äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïàðàìåòðîì
Õåðñòà α/2. Êîíñòàíòàìè Ïèêàíäñà íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

Hα(T ) = Ee

(
maxt∈[0,T ]

√
2Bα/2(t)−tα

)
, Hα = lim

T→∞
Hα(T )/T ∈ (0,∞).

Òåîðåìà (J. Pickands III, 1969)

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî p, òàêîãî ÷òî

|r(t)| < 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ (0, p] ïðè u →∞

P
(

max
t∈[0,p]

ξ(t) > u
)
∼ pHα√

2π
u2/α−1e−u

2/2.



Ââåäåíèå: ãàóññîâñêèé õàîñ

Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξd)>, d ≥ 2 - ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé
ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó g(ξ) íàçîâ¼ì
ãàóññîâñêèì õàîñîì. Ïîñòàâèì çàäà÷ó èçó÷åíèÿ ñëåäóþùåé
âåðîÿòíîñòè ïðè u →∞

P
(
g(ξ) > u

)
.

Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû v = (r ,ϕ)>, ãäå
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd−1) ∈ Πd−1 = [0, π)d−2 × [0, 2π) � óãëîâûå
êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ Rd è r = |x|. Áóäåì ïèñàòü
g(ϕ) = g(x/|x|). Îáîçíà÷èì

g := max
ϕ∈Πd−1

g(ϕ), Mϕ := {ϕ ∈ Πd−1 : g(ϕ) = g}.



Ââåäåíèå: ãàóññîâñêèé õàîñ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà òèïà ñòðóêòóðû ìíîæåñòâàMϕ:

I Mϕ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê;

I Mϕ - ãëàäêîå m−ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 1 ≤ m ≤ d − 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì íåâûðîæäåííîñòü ãåññèàíà
g ′′(ϕ) íàMϕ, òî åñòü | det g ′′(ϕ)| > 0 íàMϕ. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã ãåññèàíà g ′′(ϕ) ðàâåí d − 1−m
äëÿ êàæäîé òî÷êè èçMϕ (ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè).

Òåîðåìà (D.A. Korshunov, V.I. Piterbarg, E. Hashorva, 2015)

Ïóñòü g(ϕ) ∈ C 2(Πd−1). Òîãäà ïðè u →∞:

pg(ξ)(u) =
h0

βg
(u/g)

m+1
β
−1 e−

1
2

(u/g)2/β

(1 + o(1))

P(g(ξ) > u) = h0 (u/g)
m−1
β e−

1
2

(u/g)2/β

(1 + o(1)),

ãäå h0 - êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò β, g , d è ñòðóêòóðûMϕ.



Ââåäåíèå: ãàóññîâñêèé õàîñ

Îòìåòèì ïðîñòîå ñëåäñòâèå äàííîãî ðåçóëüòàòà, ïðèìåíèìîå ê
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å:

P
(

max
t∈[0,p]

|ξ(t)|2 > (u/g)2/β
)

= P( max
t∈[0,p]

g |ξ(t)|β > u)

≥ P
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)
≥ P(g(ξ(0)) > u).

Â ïðåäïîëîæåíèè íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîé
ðàñïðåäåë¼ííîñòè ãàóññîâñêèõ ñòàöèîíàðíûõ öåíòðèðîâàííûõ
ïðîöåññîâ ξi (t), i = 1, . . . , d , êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ïèêàíäñà (1), èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ
òåîðåìó è ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû äëÿ âåðîÿòíîñòåé
âûñîêèõ âûáðîñîâ òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ òèïà õè-êâàäðàò,
íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè u →∞

lnP
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)
∼ − 1

2
(u/g)2/β.



Ãëàâà 1: ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ

Ïóñòü ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t))> , t ∈ R+ - ãàóññîâñêèé
ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàííûé ï.í. íåïðåðûâíûé âåêòîðíûé
ïðîöåññ, êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè êîìïîíåíò êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ïèêàíäñà

ri (t) = 1− ci |t|αi + o(|t|αi ), t → 0, ci > 0, αi ∈ (0, 2]. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |ri (t)| < 1, i = 1, 2 äëÿ âñåõ t ∈ (0, p].

Ïóñòü äëÿ r(t − s) := Eξ1(t)ξ2(s), íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ
c , r ∈ (−1, 1) è α = min{α1, α2} ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

r(t) = r − c |t|α + o(|t|α), t → 0. (3)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ (2), (3) âëåêóò òîò ôàêò, ÷òî
c = 0 â ñëó÷àå α1 6= α2, è c2 ≤ c1c2 â ñëó÷àå α1 = α2.



Ãëàâà 1: îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèÿõ (2), (3) ïðè u →∞
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. åñëè α1 < α2, òî

P
(

max
t∈[0,p]

ξ1(t)ξ2(t) > u
)
∼

c
1/α
1 pHα√

2π(1 + r)2/α−1
u1/α−1/2e−

u
1+r .

2. åñëè α1 = α2, òî â ñëó÷àå c1 + c2 + 2c > 0

P
(

max
t∈[0,p]

ξ1(t)ξ2(t) > u
)
∼ (c1 + c2 + 2c)1/αpHα√

2π(1 + r)2/α−1
u1/α−1/2e−

u
1+r .

Ïðè α1 ≤ α2 è íåçàâèñèìîñòè ïðîöåññîâ ξ1(t), ξ2(t) èìååì:

P
(

max
t∈[0,p]

ξ2
1(t)− ξ2

2(t) > u
)
∼

c
1/α1

1 pHα1√
π

u1/α1−1/2e−
u
2 .



Ãëàâà 2: îáùèå óñëîâèÿ íà âåêòîðíûé ïðîöåññ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ãàóññîâñêîãî ñòàöèîíàðíîãî
öåíòðèðîâàííîãî ï.í. íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïðîöåññà ξ(t):

I ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå
d × d ìàòðèöû R è C , òàêèå ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
R(t) := Eξ(t)ξ(0)> óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òèïà Ïèêàíäñà:

R(t) = R − |t|αC + |t|αo(1), t → 0, α ∈ (0, 2], (4)

ãäå o(1) ýòî d × d ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → 0;

I R(t) ≺ R è R(t) � −R äëÿ âñåõ t ∈ (0, p] â ìàòðè÷íîì
ñìûñëå, òî åñòü äëÿ âñåõ t ∈ (0, p] è íåíóëåâûõ x ∈ Rd

〈x, (R + R(t)) x〉 > 0 è 〈x, (R − R(t)) x〉 > 0. (5)



Ãëàâà 2: êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ d × d ìàòðèöó A. Ïîñòàâèì çàäà÷ó
èçó÷åíèÿ ñëåäóþùåé âåðîÿòíîñòè ïðè u →∞

P
(

max
t∈[0,p]

〈ξ(t),Aξ(t)〉 > u
)
.

Ïóñòü Q - îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿ ñèììåòðè÷íóþ
ìàòðèöó R1/2AR1/2 ê äèàãîíàëüíîìó âèäó diag(λ1, . . . , λd) c
λ1 ≤ · · · ≤ λd . Îïðåäåëèì η(t) = Q>R−1/2ξ(t). Òîãäà

Rη(t) := Eη(t)η(0)> = Id − |t|αC̃ + |t|αo(1), t → 0, α ∈ (0, 2],

ãäå ìàòðèöû C̃ = Q>R−1/2CR−1/2Q è Id ± Rη(t) äëÿ âñåõ
t ∈ (0, p] ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû è

P
(

max
t∈[0,p]

〈ξ(t),Aξ(t)〉 > u
)

= P
(

max
t∈[0,p]

d∑
i=1

λiη
2
i (t) > u

)
.



Ãëàâà 2: îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λd > 0 è èìååò êðàòíîñòü 1. Òîãäà ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé (4), (5) ïðè u →∞

P
(

max
t∈[0,p]

〈ξ(t),Aξ(t)〉 > u
)

∼
√

2λd
π

(
c̃d ,d
λd

)1/α pHα∏d−1
j=1

√
1− λj/λd

u1/α−1/2e
− u

2λd ,

ãäå C̃ = (c̃i ,j)i ,j=1,...,d .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè âûøå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
îäíîðîäíîé ôóíêöèè g(x) =

∑d
i=1 λix

2
i èìååì:

β = 2, g = λd , Mϕ =

{(π
2
, . . . ,

π

2
,
π

2

)
,
(π

2
, . . . ,

π

2
,

3π

2

)}
.



Ãëàâà 3: îáùèé ñëó÷àé ãàóññîâñêîãî õàîñà

Ïóñòü Q - îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò.÷. Q>R−1/2CR−1/2Q = C̃ ,
C̃ - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Îïðåäåëèì η(t) = Q>R−1/2ξ(t).
Òîãäà äëÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèè g̃(x) = g(R1/2Qx) ïîðÿäêà β

Eη(t)η(0)> = Id − |t|αC̃ + |t|αo(1), t → 0, α ∈ (0, 2],

P
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)

= P
(

max
t∈[0,p]

g̃(η(t)) > u
)
.

Òàêèì îáðàçîì ñ÷èòàåì, ÷òî ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò (4), (5) ñ
R = Id è äèàãîíàëüíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé
C . Ïðåäïîëàãàÿ ðåãóëÿðíîñòüMϕ, ââåä¼ì

j(ϕ) =
J(1,ϕ)| det g ′′(ϕ)d−1−m|−1/2∫

Mϕ
J(1,ϕ)| det g ′′(ϕ)d−1−m|−1/2dVϕ

.

ãäå dVϕ - ýëåìåíòàðíûé îáúåì âMϕ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì,
åñëè m = 0 èíòåãðàë ïîMϕ ïîíèìàåòñÿ êàê (êîíå÷íàÿ) ñóììà
ïî âñåì òî÷êàì ϕ ∈Mϕ.



Ãëàâà 3: îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ââåäåì ôóíêöèþ v(ϕ) íà Πd−1 ñîîòíîøåíèåì g(v(ϕ)) = 1,
åñëè g(ϕ) > 0 è v(ϕ) = 0, åñëè g(ϕ) ≤ 0. Îáîçíà÷èì

Hα(T ;Mϕ) =

∫
Mϕ

j(ϕ)Hα
(
T 〈v(ϕ),Cv(ϕ)〉1/α

)
dVϕ,

Hα(Mϕ) = lim
T→∞

Hα(T ;Mϕ)/T ∈ (0,∞).

Òåîðåìà

Ïóñòü êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîãî öåíòðèðîâàííîãî

ñòàöèîíàðíîãî âåêòîðíîãî ïðîöåññà ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (4), (5). Ïóñòü g(ϕ) ∈ C 2(Πd−1), è êàæäàÿ òî÷êà

ϕ ∈Mϕ ðåãóëÿðíà. Òîãäà äëÿ îïðåäåë¼ííîé âûøå êîíñòàíòû

h0 ïðè u →∞

Pξ(u, p)∼ph0Hα(Mϕ)g−(m−1)/βu
m−1+2/α

β e−
1
2

(u/g)2/β
.



Ãëàâà 3: ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Îïðåäåëèì Np := b p

Tu
− 2
αβ

+ 1c è ∆k := [k , k + 1]Tu−2/αβ.

Èñïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíîñòü è íåðàâåíñòâî Áîíôåððîíè, èìååì

P
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)
≤ NpP

(
max
t∈∆0

g(ξ(t)) > u
)
,

P
(

max
t∈[0,p]

g(ξ(t)) > u
)
≥ (Np − 1)P

(
max
t∈∆0

g(ξ(t)) > u
)

−2

Np−1∑
k=1

(Np − k)P
(

max
t∈∆0

g(ξ(t)) > u, max
s∈∆k

g(ξ(s)) > u
)
.

Àñèìïòîòèêà ïåðâîé âåðîÿòíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ (4), à òàêæå òî÷íîé àñèìïòîòèêè äëÿ õâîñòîâ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òèïà g(ξ(t)) (ëîêàëüíàÿ ëåììà).



Ãëàâà 3: ëîêàëüíàÿ ëåììà

À èìåííî:

P
(

max
t∈∆0

g(ξ(t)) > u
)

= P(g(ξ(0)) > u)

+ P
(

max
t∈[0,T ]

g(ξ(tu−2/αβ)) > u, g(ξ(0)) < u − uγ(u)
)

+

∫ u

u−uγ(u)
P
(

max
t∈[0,T ]

g(ξ(tu−2/αβ)) > u| g(ξ(0)) = x)pg(ξ(0))(x)dx .

Ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ γ(u) ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû u2/βγ(u)→∞, γ(u)→ 0 ïðè u →∞, è âòîðîå
ñëàãàåìîå îêàçûâàëîñü áåñêîíå÷íî ìàëûì ïî îòíîøåíèþ ê
îñòàâøèìñÿ äâóì (ïðè u →∞). Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëà
ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
äëÿ ïëîòíîñòè ãàóññîâñêîãî õàîñà g(ξ(0)) â îêðåñòíîñòè u.



Ãëàâà 3: äèñêðåòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Îöåíêà äâîéíîé ñóììû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè íà ðåøåòêå

R(u, δ) = {kδu−2/αβ, k ∈ Z}.

À èìåííî:

I Äîêàçûâàòñÿ ëîêàëüíàÿ ëåììà ïðè t ∈ R(u, δ) ∩∆0.

I Îöåíèâàþòñÿ äâîéíûå ñóììû ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé
ðåøåòêå t ∈ R(u, δ) ∩∆0 è s ∈ R(u, δ) ∩∆k ïðè
k = 1, . . . ,Np − 1.

I Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Áîíôåððîíè äîêàçûâàåòñÿ
îñíîâíàÿ òåîðåìà â äèñêðåòíîì âðåìåíè íà ðåøåòêå
R(u, δ).

I Äîêàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ëåììà, ïîçâîëÿþùàÿ
ïðîèçâåñòè ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî âðåìåíè ê
íåïðåðûâíîìó.
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