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Рассмотрим следующую управляемую версию известной модели биз-
нес-цикла Калдора (см. [2–4]):

Ẏ (t) = α
[
I(Y (t),K(t))− (1− u(t))S(Y (t))

]
,

K̇(t) = I(Y (t),K(t))− δK(t).
(1)

Здесь Y (t) и K(t) — величины национального дохода и основных произ-
водственных фондов (капитала) в момент t ≥ 0, α > 0 — поправочный
коэффициент, характеризующий скорость реакции системы, δ > 0 —
норма амортизации основных фондов, I(Y,K) — функция инвестиций,
S(Y ) — функция сбережений. Предполагается, что функции I(Y,K) и
S(Y ), Y ≥ 0, K ≥ 0, имеют следующий вид:

I(Y,K) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
I(Y )− βK при K ≤ I(Y )

β
,

0 при K >
I(Y )

β
,

S(Y ) = γY. (2)

Здесь β > 0, 0 < γ < 1, а функция I : [0,∞) �→ R1 логистическая, т.е.
I(Y ) — такая положительная дважды непрерывно дифференцируемая
функция, что I(0) = I0 > 0, limY→∞ I(Y ) = I∞ < ∞, I ′(Y ) > 0 и
существует такое Ŷ > 0, что I ′′(Y ) > 0 при Y < Ŷ и I ′′(Y ) < 0 при
Y > Ŷ .
В качестве допустимых управлений будем рассматривать все изме-

римые по Лебегу функции u : [0,∞) �→ [0, 1]. Если заданы начальное
состояние (Y0,K0), Y0 ≥ 0, K0 ≥ 0, и допустимое управление u(t), то
соответствующая допустимая траектория (Y (t),K(t)) есть абсолютно
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непрерывное решение системы (1), определенное на всем интервале
[0,∞) и удовлетворяющее начальным условиям Y (0) = Y0, K(0) = K0.
Для любого начального состояния (Y0,K0), Y0 ≥ 0, K0 ≥ 0, и про-
извольного допустимого управления u(t) соответствующая допустимая
траектория (Y (t),K(t)) системы системы (1) существует и единственна.
В некоторых случаях неуправляемая динамика системы (1) (т.е. ди-

намика, соответствующая управлению u(t) ≡ 0, t ≥ 0) может быть
неудовлетворительной с экономической точки зрения, например, если
система (1) имеет предельный цикл, что соответствует периодическо-
му наступлению кризисов. В этом случае естественно возникает задача
оптимизации динамики системы (1) при помощи выбора отличного от
нуля управления u(t), t ≥ 0 (т.е. посредством стимулирования спро-
са). Заметим, что характер стационарных состояний системы (1) часто
полностью определяет ее долговременную динамику. В частности, если
при некотором постоянном управлении u(t) ≡ ũ, t ≥ 0, система (1) име-
ет единственное асимптотически устойчивое состояние равновесия, то
с экономической точки зрения это может оказаться предпочтительнее
неуправляемых циклических движений.
Рассмотрим вопросы существования, устойчивости и оптимальности

состояний равновесия системы (1) при постоянных управлениях, а так-
же возникающую задачу об оптимальном по быстродействию переходе
в заданное состояние равновесия.
В силу равенств (2) для того, чтобы система (1) имела состояние

равновесия (Ỹ ,K(Ỹ )) при постоянном управлении ũ(t) ≡ u(Ỹ ) ∈ [0, 1],
t ≥ 0, необходимо и достаточно выполнение равенств

u(Ỹ ) = 1− δ

(β + δ)γ

I(Ỹ )

Ỹ
, K(Ỹ ) =

I(Ỹ )

β + δ
(3)

и неравенства

Ỹ ≥ δ

(β + δ)γ
I(Ỹ ). (4)

В дальнейшем любую такую тройку (Ỹ ,K(Ỹ ), u(Ỹ )) будем называть
стационарным режимом системы (1).

Теорема 1. Существует такое Ȳ > 0, что для любого Ỹ > Ȳ
постоянное управление u(t) ≡ u(Ỹ ), t ≥ 0, реализует стационарный
режим (Ỹ ,K(Ỹ ), u(Ỹ )) (см. (3), (4)) системы (1), для которого стаци-
онарное состояние (Ỹ ,K(Ỹ )) единственно и асимптотически устой-
чиво.
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В каждый момент t ≥ 0 стоимость реализации управления u ∈ [0, 1]
будем моделировать при помощи квадратичной функции (см. [5]):

ϕ(Y, u) =
ωγ2

2
(uY )2, ω > 0.

В качестве функции мгновенной полезности Φ(Y, u) будем рассматри-
вать величину национального дохода, взятого с учетом стоимости реа-
лизации стимулирующей политики, т.е. положим Φ(Y, u) = Y − ϕ(Y, u).
Тогда, чтобы найти оптимальный стационарный режим (Y∗,K∗, u(Y∗)),
необходимо решить следующую задачу (Q):

Φ(Y, u(Y )) = Y − ϕ(Y, u(Y )) → max, Y ≥ δI(Y )

(β + δ)γ
.

Теорема 2. Для любых значений параметров системы (1) в зада-
че (Q) существует решение Y∗ и выполняется неравенство Y∗ > Ymax,
где Ymax — максимальное стационарное состояние системы (1) в не-
управляемом случае (т.е. при u(t) ≡ 0). Соответствующее оптималь-
ное стационарное управление u∗(Y∗) положительно. Если Ŷ ≤ Ymax,
то решение Y∗ задачи (Q) единственно.

Выберем некоторое состояние равновесия (Y1,K1), соответствующее
постоянному управлению u(t) ≡ u(Y1), t ≥ 0 (см. (3), (4)), и рассмотрим
следующую задачу быстродействия (P ):

Ẏ (t) = α
(
I(Y (t),K(t)) − (1− u(t))S(Y (t))

)
, u(t) ∈ [0, 1],

K̇(t) = I(Y (t),K(t))− δK(t),

Y (0) = Y0, K(0) = K0, Y (T ) = Y1, K(T ) = K1,

T → min .

Пусть (Y∗(t),K∗(t), u∗(t)) — оптимальный процесс и T∗ > 0 — время
быстродействия в (P ). Предположим, что K∗(t) < I(Y∗(t))/β, t ∈ [0, T∗].
Тогда в силу принципа максимума Понтрягина [1] существуют такие не
обращающиеся одновременно в нуль абсолютно непрерывные функции
ψ1(t) и ψ2(t) на [0, T∗], что выполняются условия

ψ̇1(t) = −α
(
I ′(Y∗(t))− (1− u∗(t))γ

)
ψ1(t)− I ′(Y∗(t))ψ

2(t),

ψ̇2(t) = αβψ1(t) + (β + δ)ψ2(t)
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и выполняется условие максимума

u∗(t)ψ
1(t)

п.в.
= max

u∈[0,1]
{uψ1(t)}.

Можно показать, что особые режимы в задаче (P ) отсутствуют. Данное
обстоятельство позволяет свести решение задачи (P ) к исследованию
краевой задачи принципа максимума.
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Consider the following problem (P ):

J(x(·), u(·)) =
∫ ∞

0

f0(t, x(t), u(t)) dt → max,

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0,

u(t) ∈ U.
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