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Рассмотрим на бесконечном полуинтервале времени [0,+∞) следую-
щую нелинейную управляемую систему дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l̇(t) = a− δl(t)m(t)− γ1l(t)k(t)(1 − u(t))− μl(t),

ṁ(t) = b− βl(t)m(t)− μ′m(t),

k̇(t) = βl(t)m(t) + δl(t)m(t) + γ2l(t)k(t)(1 − u(t))− λk(t),

l(0) = l0, m(0) = m0, k(0) = k0; l0 > 0, m0 > 0, k0 > 0,

(1)

которая описывает сложное биохимическое взаимодействие различных
видов клеток человеческого организма при медикаментозном лечении
псориаза [1]. Здесь l(t) — концентрация T-лимфоцитов, m(t) — концен-
трация дендритных клеток, k(t) — концентрация эпидермальных кера-
тиноцитов, которые являются фазовыми переменными системы (1); l0,
m0, k0 — их начальные состояния; a, b, β, γ1, γ2, δ, μ, μ′, λ — заданные
положительные константы; u(t) — управление, которое препятствует
взаимодействию T-лимфоцитов и кератиноцитов для нормализации из-
быточного роста кератиноцитов, подчиняющееся ограничениям

0 < umin ≤ u(t) ≤ 1. (2)

Для системы (1) множество допустимых управлений U образуют все-
возможные измеримые по Лебегу функции u(t), которые при почти всех
t ∈ [0,+∞) удовлетворяют неравенствам (2).
Для системы (1) на множестве допустимых управлений U рассмот-

рим задачу минимизации следующего функционала:

J(u) =

∫ +∞

0

e−ρt
(
k(t) +Bu2(t)

)
dt, (3)

где B > 0 — положительный весовой коэффициент.
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Введем ограниченное множество

Ω =
{
(l, k,m) : l > 0, m > 0, k > 0, l +m+ k < M

}
,

гдеM — положительная константа, которая зависит только от парамет-
ров a, b, β, γ1, γ2, μ, μ′, λ. Тогда ограниченность, положительность и
продолжимость решений системы (1) устанавливаются следующей лем-
мой.
Лемма. Пусть выполнено условие (l0,m0, k0) ∈ Ω. Тогда для любого

допустимого управления u(t) отвечающие ему решения l(t), m(t), k(t)
изучаемой системы (1) определены на всем бесконечном полуинтерва-
ле времени [0,+∞) и удовлетворяют условию (l(t),m(t), k(t)) ∈ Ω при
всех t ∈ [0,+∞).
В задаче (1), (3) в силу леммы и аффинности по управлению u(t)

системы (1) будут выполняться следующие три условия из [2].
(A1) Существует такое C0 ≥ 0, что

〈x, f(x, u)〉 ≤ C0(1 + ‖x‖2) для любых x ∈ Ω, u ∈ U, x = (l,m, k),

где ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

C0 = (2β + 2δ + γ1 + γ2)M
3 + (μ+ μ′ + λ)M2 + (a+ b)M.

(A2) Для всякого x ∈ Ω множество

Q(x) =
{
(z0, z) ∈ R

4 : z0 ≤ g(x, u), z = f(x, u), u ∈ U, x = (l,m, k)
}

выпукло.
(A3) Существуют такие положительные функции μ и ω на [0,∞), что

μ(t) → +0, ω(t) → +0 при t → ∞ и, какова бы ни была допустимая пара
(x, u), выполняются неравенства

e−ρ t max
u∈U

|g(x(t), u)| ≤ μ(t) для любого t ≥ 0,∫ ∞

T

e−ρ t|g(x(t), u(t))| dt ≤ ω(T ) для любого T ≥ 0,

где g(x, u) = k+Bu, x = (l,m, k), μ(t) = (M +B)e−ρt, ω(T ) = (M +B)×
× e−ρT /ρ.
Из условий (A1)–(A3) следует существование в задаче (1), (3) оп-

тимального управления u∗(t) и отвечающих ему оптимальных решений
l∗(t),m∗(t), k∗(t), а также выполнение принципа максимума Понтрягина
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для задач оптимального управления на бесконечном горизонте [2]. То-
гда для управления u∗(t) и отвечающих ему решений l∗(t), m∗(t), k∗(t)
существует такая вектор-функция ψ∗(t) = (ψ∗

1(t), ψ
∗
2(t), ψ

∗
3(t)), что

(i) ψ∗(t) является нетривиальным решением сопряженной системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ̇∗
1(t) = ψ∗

1(t)
(
δm∗(t) + γ1k∗(t)(1 − u∗(t)) + μ

)
+ βψ∗

2(t)m∗(t)−

−ψ∗
3(t)
(
(β + δ)m∗(t) + γ2k∗(t)(1 − u∗(t))

)
,

ψ̇∗
2(t) = δψ∗

1(t)l∗(t) + ψ∗
2(t)(βl∗(t) + μ′)− (β + δ)ψ∗

3(t)l∗(t),

ψ̇∗
3(t) = γ1ψ

∗
1(t)l∗(t)(1 − u∗(t)) − ψ∗

3(t)(γ2l∗(t)(1 − u∗(t)) − λ) + e−ρt.

(ii) Управление u∗(t) максимизирует гамильтониан

H
(
l∗(t), k∗(t),m∗(t), u, ψ

∗
1(t), ψ

∗
2(t), ψ

∗
3(t)
)
,

где

H(l, k,m, u, ψ1, ψ2, ψ3) = ψ1

(
a− δlm− γ1k(1− u)− μl

)
+

+ ψ2(b− βlm− μ′m) +

+ ψ3

(
(β + δ)lm+ γ2lk(1− u)− λk

)
− e−ρt(k +Bu2),

по переменной u ∈ [umin, 1] для почти всех t ∈ [0,+∞), а значит, оно
удовлетворяет следующему соотношению:

u∗(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если L(t) > 1,

L(t), если umin ≤ L(t) ≤ 1,

umin, если L(t) < umin,

где L(t) = (γ1ψ
1
∗(t)− γ2ψ

3
∗(t))l∗(t)k∗(t)e

ρt/(2B).
Замечание. Для данной задачи выполнены условия регулярности

и роста из [3] для ρ > A, где A > 0 зависит от параметров M , β, γ1,
γ2, μ, μ′, λ. Тогда для слабо обгоняющей пары можно получить явное
представление сопряженной переменной в виде произведения фунда-
ментальной матрицы и сходящегося интеграла:

ψ∗(t) = Z(x∗,u∗)(t)I∗(t), t ≥ 0,

где

I∗(t) =

∫ +∞

t

e−ρ s
[
Z(x∗,u∗)(s)

]−1 ∂g(x∗(s), u∗(s))

∂x
ds
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и Z(t) — фундаментальная матрица (нормированная в момент времени
t = 0) дифференциального уравнения

ż(t) = −
[
∂g(x∗(s), u∗(s))

∂x

]∗
z(t).
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Рассматриваются задачи маршрутизации перемещений, ориентиро-
ванные на приложения в машиностроении; имеются в виду постанов-
ки, связанные с управлением инструментом при листовой резке деталей
на машинах с ЧПУ (процедура раскроя предполагается выполненной).
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РАН, проект 18-1-1-9 “Оценивание динамики нелинейных управляемых систем
и маршрутная оптимизация”.
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