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Рассматривается задача сближения нелинейного объекта с движу-
щейся точкой [1–3]. Координаты точки становятся известными в те-
кущий момент времени. Предложены условия на параметры игры, при
которых существует управление, гарантирующее окончание игры за ко-
нечное время. Приведены результаты численного расчета управления и
траектории игры для тестовых параметров задачи.
Постановка задачи сближения нелинейного объекта с дви-

жущейся точкой. Динамика движения нелинейного объекта P опи-
сывается уравнениями{

ẍ = − sin θu1, ÿ = cos θ sinϕu1, z̈ = cos θ cosϕu1 − 1,

θ̈ = u2, ϕ̈ = u3,
(1)

где x, y, z, θ, ϕ, u1, u2, u3 ∈ R1, ui, i = 1, 2, 3, — параметры управления.
Начальное положение P: x0, y0, z0, θ0 ∈ (−π/2, π/2), ϕ0 ∈ (−π/2, π/2),
ẋ0, ẏ0, ż0. Траектория движения целевой точки E: xe(t), ye(t), ze(t), t ∈
∈ [0, T ]; xe(t), ye(t), ze(t) — функции с абсолютно непрерывными про-
изводными, ‖ẇe(t)‖ ≤ σ1 + σ2t, t ≥ 0, где we = (xe, ye, ze). В мо-
мент t игрок P располагает информацией о траектория движения E:
xe(s), ye(s), ze(s), s ∈ [0, t], ее первых и вторых производных. Ограниче-
ния на управления P: ‖u1‖ ≤ ρ1, ‖u2‖ ≤ ρ2, ‖u3‖ ≤ ρ3. Условие оконча-
ния процесса сближения:

h(t, we(t)) = (x(t)− xe(t))
2 + (y(t)− ye(t))

2 + (z(t)− ze(t))
2 ≤ �.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-
11-00539).

36



В момент t первый игрок P располагает информацией о системе (1),
ограничениях на управления, начальных положениях P и E, we(s), s ∈
∈ [0, t].
Задача сближения. Для фиксированного T и допустимого xe(t),

ye(t), ze(t), t ∈ [0, T ], найти u(·), для которого h(T ) ≤ �.
Вспомогательная задача. Рассмотрим в качестве вспомогатель-

ной управляемой системы систему

ẅ = r, (2)

где w, r ∈ R3. Положим w = (w1, w2, w3) = (x, y, z).
Выберем позиционное управление r(t) в следующем виде:

r(t) =
2

ΔT 2

[
wc(t, T,ΔT )− w(t)

]
− 2

ΔT
ẇ(t), (3)

wc(t, T,ΔT ) = w0 +(t+ΔT )ẇ0 +

[
2

T 2
[we(t)−w0]−

2

T
ẇ0

]
(t+ΔT )2

2
, (4)

где ΔT , T — числовые параметры, 0 < ΔT � T , we(t) — положение
целевой точки.
Лемма 1. При соотношениях (1)–(4) для фазовых переменных си-

стемы (1) и любой дифференцируемой вектор функции we(t) с ограни-
ченной производной, ‖ẇe(t)‖ ≤ σ1 + σ2t, t ∈ [0, T ], при заданном T < ∞
выполнено соотношение h(T,we(T )) ≤ �,

� ≤
(
ΔT
(
T 4 + 2T 2ΔT 2 − 2TΔT 3 + T 5

(
1− e−2T/ΔT

))
×

×
(
σ2
1

T 3
+

σ1σ2

T 2
+

σ2
2

3T

))1/2
+ ε.

Замечание 1. При фиксированном T и выборе достаточно малого
параметра ΔT оценка для � мала.
Разрешимость функционального уравнения. При известных

значениях ri(t), i = 1, 2, 3, параметры u1(t), ϕ(t), θ(t) найдем как ре-
шение функциональных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩

− sin θu1 = r1,

cos θ sinϕu1 = r2,

cos θ cosϕu1 − 1 = r3.

(5)
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Обозначим левую часть системы (5) через Φ(q), где q = (u1, θ, ϕ).
В предположении отличия от нуля детерминанта det(∂Φ/∂q) = −u2

1 cos θ
имеем

q̇ =

(
∂Φ

∂q

)−1

ṙ =

⎛⎝ − sin θ cos θ sinϕ cos θ cosϕ
− cos θ/u1 − sin θ sinϕ/u1 − sin θ cosϕ/u1

0 cosϕ/(u1 cos θ) − sinϕ/(u1 cos θ)

⎞⎠ ṙ, (6)

q(0) = (u1(0), θ0, ϕ0).
Лемма 2. Существуют u1(0), T, при которых решение систе-

мы (6) существует и нелокально продолжимо для рассматриваемых
краевых условий.
Замечание 2. При доказательстве леммы 2 используется следую-

щее свойство функции r(t) (3), (4): maxt∈[0,T ]‖r(t)‖T→∞ → 0.
Оценка снизу параметра T при ограниченной норме векто-

ра (r1, r2, r3) для системы (2). Пусть ‖r(t)‖ ≤ ρ. Если целевая точ-
ка we(t) неподвижна, то T ≥ (‖ẇ0‖ +

√
‖ẇ0‖2 + 4ρ‖we(0)− w0‖)/(2ρ).

В противном случае при ‖we(T )‖ ≤ ‖we(0)‖+ Tσ1 + T 2σ2/2 имеем

2ρT ≥ ‖ẇ0‖+
√
‖ẇ0‖2 + 4ρ‖we(0)− w0‖,(

ρ− σ2

2

)
T 2 − T (‖ẇ0‖+ σ1)− ‖we(0)− w0‖ ≥ 0.

Таким образом, если ρ > σ2/2, то T ≥ T2, а если ρ < σ2/2, то
T1 ≤ T ≤ T2, где

T1,2 =
‖ẇ0 + σ1‖ ∓

√
‖ẇ0 + σ1‖2 + 4(ρ− σ2/2)‖we(0)− w0‖

2(ρ− σ2/2)
.

Пример. В качестве траектории игрока E рассмотрим траекторию
системы (1) при xe(0) = −1, x′

e(0) = −0.3, ye(0) = 1, y′e(0) = 0.2,
ze(0) = 30, z′e(0) = 0, xe(T ) = 7, ye(T ) = 8, ze(T ) = 6, T = 10.
Управление, реализующее такую траекторию, может быть найдено по
формулам (3), (4) при фиксированной конечной точке. Для игрока P
начальные значения первых трех компонент фазового вектора суть
xp(0) = −5, x′

p(0) = −0.7, yp(0) = 3, y′p(0) = 0.2, zp(0) = 3, z′p(0) = 0.
На рис. 1 приведены графики компонент траекторий P (x(t), y(t), z(t))
и E (xe(t), ye(t), ze(t)) при начальных значениях xp(0), x′

p(0), yp(0), y′p(0),
zp(0), z′p(0) для Р. В этом случае параметры управления P суть T = 10,
ΔT = 0.1. На рис. 2–4 приведены графики управления u1(t) и компонент
траектории θ(t), ϕ(t).
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Рис. 3. θ(t) Рис. 4. ϕ(t)
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