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Рассмотрим на заданном отрезке времени [0, T ] следующую нелиней-
ную управляемую систему дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

l̇(t) = σ − δv(t)l(t)m(t) − γ1u(t)l(t)k(t)− μl(t),

k̇(t) = (β + δ)v(t)l(t)m(t) + γ2u(t)l(t)k(t)− λk(t),

ṁ(t) = ρ− βv(t)l(t)m(t) − νm(t),

l(0) = l0, k(0) = k0, m(0) = m0; l0,m0, k0 > 0,

(1)

которая описывает взаимодействие различных видов клеток человече-
ского организма при медикаментозной терапии псориаза [1, 2]. Здесь
l(t), k(t), m(t) — фазовые переменные системы (1); l0, k0, m0 — их на-
чальные условия; σ, ρ, δ, β, μ, λ, ν, γ1, γ2 — заданные положительные
константы; u(t) и v(t) — управления, подчиняющиеся ограничениям

0 < umin ≤ u(t) ≤ 1, 0 < vmin ≤ v(t) ≤ 1. (2)

Для системы (1) множество допустимых управлений D(T ) образуют
всевозможные пары измеримых по Лебегу функций (u(t), v(t)), кото-
рые при почти всех t ∈ [0, T ] удовлетворяют соответствующим неравен-
ствам (2).
Введем область

Ω =
{
(l,m, k) : l > 0, m > 0, k > 0, l +m+ k < M

}
,
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где M — положительная константа, зависящая от параметров σ, ρ, γ1,
γ2, T системы (1) и ее начальных условий l0, k0, m0. Тогда ограничен-
ность, положительность и продолжимость решений системы (1) уста-
навливаются следующей леммой.
Лемма 1. Пусть справедливо включение (l0, k0,m0) ∈ Ω. Тогда для

любой пары допустимых управлений (u(t), v(t)) отвечающие им реше-
ния l(t), k(t), m(t) системы (1) определены на всем отрезке [0, T ] и
удовлетворяют включению (l(t), k(t),m(t)) ∈ Ω при всех t ∈ (0, T ].
Опираясь на результаты из [1, 2], мы считаем, что в дальнейших

рассуждениях выполнены неравенства

γ1 �= γ2, (β + δ)γ1 > δγ2, λ > μ, λ > ν.

Для системы (1) на множестве допустимых управлений D(T ) рас-
смотрим задачу минимизации функционала

J(u(·), v(·)) = k(T ). (3)

Существование в задаче (1), (3) оптимальных управлений (u∗(t), v∗(t))
и отвечающих им оптимальных решений l∗(t), m∗(t), k∗(t) вытекает из
леммы 1 и [3, гл. 4, теорема 4]. Для их анализа мы применим принцип
максимума Понтрягина [4]. Тогда для управлений (u∗(t), v∗(t)) и отвеча-
ющих им решений l∗(t), m∗(t), k∗(t) существует такая вектор-функция
ψ∗(t) = (ψ∗

1(t), ψ
∗
2(t), ψ

∗
3(t)), что

(i) ψ∗(t) является нетривиальным решением сопряженной системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ψ̇∗
1(t) = −u∗(t)k∗(t)(γ2ψ

∗
2(t)− γ1ψ

∗
1(t)) −

− v∗(t)m∗(t)(−δψ∗
1(t) + (β + δ)ψ∗

2(t)− βψ∗
3(t)) + μψ∗

1(t),

ψ̇∗
2(t) = −u∗(t)l∗(t)(γ2ψ

∗
2(t)− γ1ψ

∗
1(t)) + λψ∗

2(t),

ψ̇∗
3(t) = −v∗(t)l∗(t)(−δψ∗

1(t) + (β + δ)ψ∗
2(t)− βψ∗

3(t)) + νψ∗
3(t),

ψ∗
1(T ) = 0, ψ∗

2(T ) = −1, ψ∗
3(T ) = 0;

(4)

(ii) управления (u∗(t), v∗(t)) максимизируют гамильтониан

H(l∗(t), k∗(t),m∗(t), u, v, ψ
∗
1(t), ψ

∗
2(t), ψ

∗
3(t)) =

= (σ − δvl∗(t)m∗(t)− γ1ul∗(t)k∗(t)− μl∗(t))ψ
∗
1(t) +

+ ((β + δ)vl∗(t)m∗(t) + γ2ul∗(t)k∗(t)− λk∗(t))ψ
∗
2(t) +

+ (ρ− βvl∗(t)m∗(t)− νm∗(t))ψ
∗
3(t)
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по переменным u ∈ [umin, 1], v ∈ [vmin, 1] при почти всех t ∈ [0, T ], а
значит, они удовлетворяют соотношениям

u∗(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если Lu(t) > 0,

∀u ∈ [umin, 1], если Lu(t) = 0,

umin, если Lu(t) < 0,

(5)

v∗(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если Lv(t) > 0,

∀v ∈ [vmin, 1], если Lv(t) = 0,

vmin, если Lv(t) < 0,

(6)

где функции

Lu(t) = l∗(t)k∗(t)(γ2ψ
∗
2(t)− γ1ψ

∗
1(t)),

Lv(t) = l∗(t)m∗(t)(−δψ∗
1(t) + (β + δ)ψ∗

2(t)− βψ∗
3(t))

являются функциями переключений, которые описывают с помощью
формул (5) и (6) поведение соответствующих управлений u∗(t) и v∗(t).
Теперь введем положительную константу α = γ−1

2 ((β + δ)γ1 − δγ2) и
вспомогательную функцию G(t) = ψ∗

1(t), а также определим функции

au(t) = l−1
∗ (t)(σ − μl∗(t)), av(t) = γ−1

2 (β + δ)(λ− ν)k−1
∗ (t)m∗(t),

bv(t) = (l∗(t)m∗(t))
−1(ρl∗(t) + σm∗(t)− μl∗(t)m∗(t)),

cu(t) = γ1(λ− μ)l∗(t)k∗(t), cv(t) = (α(λ − ν) + δ(λ− μ))l∗(t)m∗(t),

f(t) = k−1
∗ (t)m∗(t)((β + δ)l∗(t)− δk∗(t)), g(t) = γ1k∗(t).

Тогда, используя уравнения систем (1) и (4), мы получим задачу Коши
для функций переключений Lu(t), Lv(t) и функции G(t):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L̇u(t) = au(t)Lu(t) + cu(t)G(t) + v∗(t)(f(t)Lu(t) + g(t)Lv(t)),

L̇v(t) = av(t)Lu(t) + bv(t)Lv(t) + cv(t)G(t) −
− u∗(t)(f(t)Lu(t) + g(t)Lv(t)),

Ġ(t) = −u∗(t)l
−1
∗ (t)Lu(t)− v∗(t)l

−1
∗ (t)Lv(t) + μG(t),

Lu(T ) = −γ2l∗(T )k∗(T ), Lv(T ) = −(β + δ)l∗(T )m∗(T ), G(T ) = 0.

(7)

Формулы (5), (6) показывают возможные виды оптимальных управ-
лений u∗(t) и v∗(t). Они могут иметь только релейный вид и переклю-
чаться между соответствующими значениями umin и 1, vmin и 1. Это
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происходит, когда в тех точках, где функции переключений Lu(t) и
Lv(t) обращаются в нуль, их производные L̇u(t) и L̇v(t) не равны нулю.
Или, помимо участков релейного вида, управления u∗(t) и v∗(t) могут
также содержать особые участки [5, 6]. Это имеет место, когда функции
переключений Lu(t) и Lv(t) по отдельности или обе одновременно обра-
щаются в нуль тождественно на некоторых интервалах отрезка [0, T ].
Особую роль при анализе функций Lu(t) и Lv(t) играет задача Ко-

ши (7). Ее изучение приводит к следующим леммам.
Лемма 2. Существуют такие значения tu0 , t

v
0 ∈ [0, T ), что на ин-

тервалах (tu0 , T ] и (tv0, T ] соответствующие функции переключений
Lu(t) и Lv(t) принимают отрицательные значения.
Следствие. Из леммы 2 и формул (5), (6) вытекают соотношения

u∗(t) = umin, t ∈ (tu0 , T ]; v∗(t) = vmin, t ∈ (tv0, T ].

Лемма 3. Не существует интервала Δu,v ⊂ [0, T ], на котором
одновременно обе функции переключений Lu(t) и Lv(t) тождественно
обращаются в нуль.
Лемма 4. Пусть интервал Δu = (tu1 , t

u
2 ) ⊂ [0, T ] является особым

для оптимального управления u∗(t). Тогда существует такое число
εu > 0, что на интервале (tu1 − εu, t

u
2 + εu) оптимальное управление

v∗(t) постоянно и принимает одно из двух значений vmin или 1.
Пусть интервал Δv = (tv1 , t

v
2) ⊂ [0, T ] является особым для опти-

мального управления v∗(t). Тогда существует такое число εv > 0, что
на интервале (tv1−εv, t

v
2+εv) оптимальное управление u∗(t) постоянно

и принимает одно из двух значений umin или 1.
Следствие. При возникновении особого участка у одного из опти-

мальных управлений u∗(t) или v∗(t) система (1) становится на этом
участке системой с одним управлением.
Особые участки системы (1) с управлением u(t) при фиксированном

постоянном управлении v(t) в задаче минимизации (3) были изучены
в [7]; особые участки этой системы с управлением v(t) при фиксиро-
ванном постоянном управлении u(t) в такой задаче минимизации были
исследованы в [8].
Одновременное поведение оптимальных управлений u∗(t) и v∗(t) в

рассматриваемой задаче (1), (3) далее изучается численно с помощью
расчетов в среде “BOCOP-2.0.5”. Результаты этих расчетов и их подроб-
ный анализ представлены в докладе.
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