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В задаче Фуллера (см. [1–5]) наблюдается известный теоретический
эффект — четтеринг — сгущение точек переключения оптимального
управления в окрестности некоторого конечного момента времени T∗,
зависящего от начального состояния управляемого объекта. Напомним
постановку задачи Фуллера:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ẋ = y, x(0) = a, x(∞) = 0,

ẏ = u, y(0) = b, y(∞) = 0, |u| ≤ 1,

J [u] =

∫ ∞

0

x2 dt → min
u(·)

.

(1)

В задаче (1) оптимальный регулятор имеет вид

u(x, y;m) = sign(−x−my|y|) =
{
−1, (x, u) ∈ I−,

+1, (x, u) ∈ I+,
(2)

причем константа регулятора определяется равенством

m = m∗ =
1

12

√
6
(√

33− 1
)
= 0.44 . . . ∈

(
0,

1

2

)
. (3)
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Для начальной точки (a, b) ∈ I− оптимальная программа имеет вид

u(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1, t ∈ (0, t1),

+1, t ∈ (t1, t2),

−1, t ∈ (t2, t3),
. . . . . . . . . . . . . . . .
0, t ∈ (T∗,+∞),

lim
k→+∞

tk = T∗ = T∗(a, b) ∈ (0,+∞).

Рассматривается следующая задача: найти параметр m ∈ (0, 1/2) из
условия

F (a, b;m) ≡ J(u)|u=u(·,·;m) → min
m∈(0, 1/2)

для данного начального состояния (a, b). Показано, что минимизатор
в этой задаче

m∗ = argmin
m∈(0, 1/2)

F (a, b;m), m∗ ≈ 0.44,

не зависит от начального состояния (a, b) и имеет вид (3). Эти вычисле-
ния выполнены в среде Maple. Вводится вспомогательная переменная

q =

√
1− 2m

1 + 2m
∈ (0, 1) ⇔ m = m(q) ≡ 1− q2

2(1 + q2)
∈
(
0,

1

2

)
.

Вводится функция

G(a, b; q) = F (a, b;m)|m=m(q),

которая после ряда аналитических вычислений в среде Maple представ-
ляется в виде

G(a, b; q) =
b

15
(2b4 + 10ab2 + 15a2) +

√
2 g(q)

240
(2a+ b2)5/2, (a, b) ∈ I−,

G(a, b; q) = G(−a,−b; q), (a, b) ∈ I+,

где

g(q) =
√
1 + q2

23q4 − 14q2 + 23

1− q5
.

Минимизатор последней функции

q∗ = argmin
q∈(0,1)

G(a, b; q) = argmin
q∈(0,1)

g(q) ∈ (0, 1)
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Рис. 1. Характер зависимости оптимального значения функционала
от начальной точки (a, b) в задаче (1): поверхность z = W (a, b)

не зависит от начальной точки (a, b), вычисляется, и по нему находится
оптимальный параметр регулятора

m∗ =
1− q2∗

2(1 + q2∗)
=

√√
33− 1

24
≈ 0.44462 . . . ,

q∗ =

√
1− 2m∗
1 + 2m∗

≈ 0.24212 . . . .

Минимальное значение функции G определяет функцию Беллмана

W (a, b) =
b

15
(2b4 + 10ab2 + 15a2) + w∗ · (2a+ b2)5/2, (a, b) ∈ I−,

W (a, b) = W (−a,−b), (a, b) ∈ I+,

где константа w∗ =
√
2 g(q∗)/240 = 0.135 . . . , а W (0, 0) = 0.

Функция W (a, b) — гладкое решение уравнения Беллмана

a2 +W ′
a(a, b) · b+W ′

b(a, b) · (∓1) = 0, (a, b) ∈ I∓.

Для линии переключения имеет место условие W ′
b(a, b) = 0. Оптималь-

ность регулятора (2), (3) для задачи (1) вытекает из теории динамиче-
ского программирования для непрерывных управляемых систем.
Настоящие тезисы являются расширенной версией публикаций [5, 6].
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