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Рассмотрим классическую двумерную задачу Фуллера [1]⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ẋ1 = x2, x1(0) = a,

ẋ2 = u, |u| ≤ 1, x2(0) = b,

J ≡
∫ +∞

0

x2
1(t) dt → min

u(·)
.

(1)

Решение задачи (1) совпадает с оптимальным решением следующей за-
дачи со свободным временем T :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x2, x1(0) = a, x1(T ) = 0,

ẋ2 = u, |u| ≤ 1, x2(0) = b, x2(T ) = 0,

J ≡
∫ T

0

x2
1(t) dt → min

u(·)
.

(2)

Напомним, что оптимальное решение задачи (2) обращает в нуль функ-
цию Гамильтона M(x, ψ) с некоторой функцией ψ(·), т.е.

M(x(t), ψ(t)) = K(x(t), ψ(t), u(t)) = 0 ∀t ∈ [0, T ], (3)

где M(x, ψ) ≡ maxu∈[−1,1]K(x, ψ, u), а функция Гамильтона–Понтряги-
на K(x, ψ, u) для задачи (2) имеет вид

K(x, ψ, u) = −1

2
x2
1 + ψ1x2 + ψ2u.
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Для построения оптимального решения задачи (2) достаточно найти
при некотором T > 0 решение краевой задачи принципа максимума
специального вида, а именно⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x2, x1(0) = a,

ẋ2 = sign(ψ2), x2(0) = b,

ψ̇1 = x1, x1(T ) = ψ1(T ) = 0,

ψ̇2 = −ψ1, x2(T ) = ψ2(T ) = 0.

(4)

Лемма 1. Любое решение краевой задачи (4) определяет опти-
мальную траекторию задачи Фуллера.

Для построения решения краевой задачи (4) на фазовой плоско-
сти x1, x2 строится линия переключения AOB, определяемая уравне-
нием

x1 = ϕ(x2), где ϕ(x2) =

{
ϕAO(x2), x2 ≤ 0,

ϕBO(x2), x2 > 0,

ϕAO(x2) = λ
x2
2

2
, ϕBO(x2) = −λ

x2
2

2
,

причем ϕBO(x2) = −ϕAO(−x2), x2 ≥ 0. Положительный параметр
λ ∈ (0, 1) пока не определен. Часть AO линии переключения распо-
ложена в четвертой четверти и определяется уравнением

x1 = ϕAO(x2) ≡ λ
x2
2

2
, x2 ≤ 0. (5)

ЧастьBO линии переключения расположена во второй четверти и опре-
деляется уравнением

x1 = ϕBO(x2) ≡ −λ
x2
2

2
, x2 > 0. (6)

Линия переключения AOB обладает свойством центральной симмет-
рии, причем

ϕAO(−∞) = +∞, ϕBO(+∞) = −∞,

Предположим, что начальная точка x(0) находится на линии переклю-
чения AO: с учетом (5) имеем x2(0) = b < 0, x1(0) ≡ a = λ b2/2 > 0,
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ψ2(0) = 0. Начальное условие для ψ1 найдем, привлекая соотноше-
ние (3), взятое при t = 0:

M(x(0), ψ(0)) ≡ −1

2
x2
1(0) + ψ1(0)x2(0) + |ψ2(0)| = 0,

откуда

ψ1(0) =
x2
1(0)

2x2(0)
= λ2 b

3

8
< 0.

Получаем задачу Коши⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x2, x1(0) = λ
b2

2
> 0,

ẋ2 = sign(ψ2), x2(0) = b < 0,

ψ̇1 = x1, ψ1(0) = λ2 b
3

8
< 0,

ψ̇2 = −ψ1, ψ2(0) = 0.

(7)

Лемма 2. Существует единственное λ ∈ (0, 1) такое, что ре-
шение задачи Коши (7) на отрезке [0, τ ], где τ = −(1 + q(λ)) b > 0,
q(λ) =

√
(1− λ)/(1 + λ) ∈ (0, 1), удовлетворяет соотношениям

x2(τ) = −q(λ) b > 0, x1(τ) = −λ
x2
2(τ)

2
= −q2(λ)λ

b2

2
< 0,

т.е. x(τ) принадлежит линии переключения BO,

ψ2(τ) = 0, ψ1(τ) = λ2 x
3
2(τ)

8
= −q3(λ)λ2 b

3

8
> 0,

кроме того,
ψ2(t) > 0 ∀t ∈ (0, τ).
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Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2. В цилин-
дре Q = Ω× (0, T ) рассматривается задача нахождения пары функций
{u(x, t); f(x)} из условий

ut(x, t)− Lu(x, t) = h(x, t)f(x), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω, B u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (2)

l(u) ≡
∫ T

0

u(x, t) dμ(t) = χ(x), x ∈ Ω, (3)

где функции h, μ, χ заданы, причем h, ht ∈ L∞,2(Q), χ(x) ∈ W 2
2 (Ω),

Bχ(x) = 0 на ∂Ω, а L — равномерно эллиптический оператор вида

Lu =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ c(x)u

∗Работа выполнена при финансовой поддержке программы ПКС НИЯУ МИФИ,
проект 02.а03.21.0005 (27.08.2013).
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