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Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C2. В цилин-
дре Q = Ω× (0, T ) рассматривается задача нахождения пары функций
{u(x, t); f(x)} из условий

ut(x, t)− Lu(x, t) = h(x, t)f(x), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω, B u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (2)

l(u) ≡
∫ T

0

u(x, t) dμ(t) = χ(x), x ∈ Ω, (3)

где функции h, μ, χ заданы, причем h, ht ∈ L∞,2(Q), χ(x) ∈ W 2
2 (Ω),

Bχ(x) = 0 на ∂Ω, а L — равномерно эллиптический оператор вида

Lu =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ c(x)u

∗Работа выполнена при финансовой поддержке программы ПКС НИЯУ МИФИ,
проект 02.а03.21.0005 (27.08.2013).
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с коэффициентами aij ∈ C1(Ω), c ∈ L∞(Ω), c(x) ≤ 0, c(x) �≡ 0 в Ω;
скалярная функция μ(t) принадлежит BV[0, T ], μ(0) = μ(0+). Оператор
краевых условий B либо первого, либо третьего (второго) рода.
Определение 1. Обобщенным решением обратной задачи называ-

ется пара функций u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q) и f(x) ∈ L2(Ω), удовлетворяющих

условиям (1)–(3).
Определение 2. Обратная задача (1)–(3) называется корректной,

если для любой функции χ(x) ∈ W 2
2 (Ω) такой, что Bχ(x) = 0 на ∂Ω,

существует единственная функция f(x) ∈ L2(Ω), для которой решение
u(x, t; f) прямой задачи (1), (2) удовлетворяет условию (3) и при этом
справедлива оценка устойчивости

‖f‖2,Ω ≤ C ‖Lχ‖2,Ω.

Собственные функции и собственные значения задачи

−L v(x) = λ v(x), x ∈ Ω, B v(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

обозначим через {ek(x)} и {λk}, занумеровав λk в порядке возраста-
ния модуля (с учетом кратности) и считая, что ‖ek‖2,Ω = 1. Введем в
рассмотрение следующую систему функций (k = 1, 2, . . . ):

ψk(x) := λk

∫ T

0

(∫ t

0

e−λk (t−τ) h(x, τ) dτ

)
dμ(t) ek(x) ≡ βk(x) ek(x). (4)

Теорема 1. Пусть выполнены все приведенные выше условия. Об-
ратная задача (1)–(3) корректна только тогда, когда система функ-
ций {ψk(x)} образует базис Рисса в пространстве L2(Ω).
Замечание. Обратная задача (1)–(3) может трактоваться как зада-

ча управления. Например, в случае функции μ(t), равной единичному
скачку при t = t1 ∈ (0, T ], условие (3) приобретает вид u(x, t1) = χ(x).
Тогда задача (1)–(3) состоит в нахождении источника f ∈ L2(Ω) (управ-
ления), переводящего систему из начального состояния (2) в финальное
состояние (3) за время t1. В этом случае система {ψk(x)} приобрета-
ет вид

ψk(x) = λk

∫ T

0

e−λk(T−τ) h(x, τ) dτ ek(x).

В работе [3] получено следующее достаточное условие корректности
задачи (1)–(3).
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Теорема 2. Пусть μ(t) ↗ на [0, T ], выполнены неравенства

|l(h)(x)| ≥ δ > 0, x ∈ Ω, h(x, t)l(h)−1(x) ≥ 0, (x, t) ∈ Q,

и хотя бы одно из условий

(i) ht(x, t)l(h)
−1(x) ≥ 0;

(ii) dμ(t) = ω(t) dt с функцией ω ∈ W 1
1 (0, T ) такой, что справедливо

неравенство ω′(t) + c(x)ω(t) ≤ 0 в Q.

Тогда существует и притом единственное решение обратной зада-
чи (1)–(3) u ∈ W 2,1

2 (Q), f ∈ L2(Ω) и справедлива оценка устойчивости

‖f‖2,Ω + ‖u‖(2,1)2,Q ≤ C ‖Lχ‖2,Ω.

В работе [4] близкие результаты получены в обратных задачах для
уравнений в гильбертовом пространстве. В качестве следствия приве-
денных результатов получены достаточные условия базисности Рисса
широкого класса систем функций вида (4).
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