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Важное направление развития современной теории дифференциаль-
ных игр связано с разработкой методов решения игровых задач пре-
следования-уклонения с участием нескольких объектов [1–3], причем,
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кроме углубления классических методов решения, активно ведется по-
иск новых задач, к которым применимы уже разработанные методы.
В частности, в работе [4] рассматривалась задача преследования двух
лиц, описываемая уравнениями с дробными производными, где были
получены достаточные условия поимки.
В данной работе рассматривается задача преследования группой пре-

следователей группы убегающих с равными возможностями участников
и их движение описывается уравнениями с дробными производными.
Предполагается, что убегающие используют программные стратегии, а
каждый преследователь ловит не более одного убегающего. Приведе-
ны достаточные условия многократной поимки заданного числа убега-
ющих.
Определение 1 [5]. Пусть f : [0,∞) → R

k — абсолютно непрерыв-
ная функция, μ ∈ (0, 1). Производной по Капуто порядка μ функции f
называется функция D(μ)f вида(

D(μ)f
)
(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

f ′(s)

(t− s)μ
ds, где Γ(β) =

∫ ∞

0

e−ssβ−1 ds.

В пространстве Rk (k ≥ 2) рассматривается дифференциальная игра
n + m лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и m убегающих E1, . . . , Em.
Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

D(μ)xi = axi + ui, xi(0) = x0
i , ui ∈ V. (1)

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

D(μ)yj = ayj + vj , yj(0) = y0j , vj ∈ V. (2)

Здесь xi, yj , ui, vj ∈ Rk, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, . . . ,m}, V —
выпуклый компакт в Rk, a — вещественное число. Кроме того, x0

i �= y0j
для всех i, j.
Цель группы преследователей — осуществить поимку не менее q убе-

гающих, причем каждого убегающего должны поймать не менее r пре-
следователей (r ≥ 1, 1 ≤ q ≤ m) при условии, что сначала убегающие
выбирают свои управления сразу на [0,∞), а затем преследователи на
основе информации о выборе убегающих выбирают свои управления
и, кроме того, каждый преследователь может поймать не более одного
убегающего. Считаем, что n ≥ rq, m ≥ q.
Многократная поимка убегающего в задаче простого преследования

исследовалась в работе [6], а в примере Л.С. Понтрягина — в рабо-
те [7]. Проблема поимки заданного числа убегающих в задаче простого
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преследования при условии, что убегающие используют программные
стратегии, а каждый преследователь ловит не более одного убегающего,
представлена в [8], где были получены необходимые и достаточные усло-
вия разрешимости задачи преследования. Достаточные условия поимки
заданного числа убегающих в стационарном примере Л.С. Понтрягина
получены в [9]. Задача преследования одного убегающего с фазовыми
ограничениями и дробными производными порядка μ ∈ (0, 1) рассмат-
ривалась в [10].
Вместо систем (1), (2) рассмотрим систему

D(μ)zij = azij + ui − vj , zij(0) = z0ij = x0
i − y0j , ui, vj ∈ V.

Определение 2. В игре происходит r-кратная поимка (при r = 1
поимка) убегающего Eβ , если существует T > 0, при котором для лю-
бых допустимых управлений vj(t), j ∈ J , t ∈ [0,∞), убегающих Ej ,
j ∈ J , найдутся допустимые управления ui(t) = ui(t, z

0
ij , vj(s), s∈ [0,∞),

j ∈ J) преследователей P1, . . . , Pn, моменты времени τ1, . . . , τr ∈ [0, T ]
и попарно различные натуральные числа i1, . . . , ir ∈ I такие, что
zipβ(τp) = 0 для всех p = 1, . . . , r.
Определение 3. В игре происходит r-кратная поимка (при r = 1

поимка) не менее q убегающих, если существует T > 0, при котором
для любой совокупности допустимых управлений vj(t), t ∈ [0,∞), j ∈ J ,
убегающих найдутся допустимые управления ui(t) = ui(t, z

0
ij , vj(s), s ∈

∈ [0,∞), j ∈ J) преследователей P1, . . . , Pn, обладающие следующим
свойством: существуют множества

M ⊂ J, |M | = q, {Nα, α ∈ M}, Nα ⊂ I, |Nα| = r ∀α ∈ M,

Nα ∩Nβ = ∅ ∀α, β : α �= β,

такие, что группа преследователей {Pα, α ∈ Nβ} не позднее момента T
осуществляет r-кратную поимку убегающего Eβ , причем если пресле-
дователь Pα ловит убегающего Eβ , то остальные убегающие считаются
им не пойманными.
Введем следующие обозначения: IntA, coA — соответственно внут-

ренность и выпуклая оболочка множества A,

λ(z, v) = sup{λ ≥ 0 | −λz ∈ V − v},

ΩN (p) = {(i1, . . . , ip) | iα ∈ N ∀α = 1, . . . , p, iα �= iβ при α �= β},

δN (β) = min
v∈V

max
Λ∈ΩN (r)

min
α∈Λ

λ(z0αβ , v).
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Теорема 1. Пусть m = 1, a ≤ 0 и δI(1) > 0. Тогда в игре происхо-
дит r-кратная поимка.

Теорема 2. Пусть a ≤ 0 и для каждого p ∈ {0, . . . , q − 1} выпол-
нено следующее условие: для любого множества N ⊂ I, |N | = n − pr,
найдется множество M, |M | = q − p, такое, что δN (β) > 0 для всех
β ∈ M . Тогда в игре происходит r-кратная поимка не менее q убегаю-
щих.

Теорема 3. Пусть a ≤ 0, V — строго выпуклый компакт с глад-
кой границей и для каждого p ∈ {0, . . . , q − 1} выполнено следующее
условие: для любого множества N ⊂ I, |N | = n − pr, существует
множество M ⊂ J, |M | = q − p, такое, что

0 ∈
⋂

Λ∈ΩN (n−r+1)

Int co
{
z0αβ , α ∈ Λ

}
для всех β ∈ M . Тогда в игре происходит r-кратная поимка не менее q
убегающих.

Список литературы

1. Григоренко Н.Л. Математические методы управления несколькими ди-
намическими процессами. М.: Изд-во МГУ, 1990.

2. Чикрий A.A. Конфликтно управляемые процессы. Киев: Наук. думка,
1992.

3. Благодатских А.И., Петров Н.Н. Конфликтное взаимодействие групп
управляемых объектов. Ижевск: Изд-во Удмурт. ун-та, 2009.

4. Чикрий А.А., Матичин И.И. Игровые задачи для линейных систем
дробного порядка // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2009.
Т. 15, №3. С. 262–278.

5. Caputo M. Linear model of dissipation whose q is almost frequency
independent. II // Geophys. J. R. Astron. Soc. 1967. N 13. P. 529–539.

6. Григоренко Н.Л. Игра простого преследования-убегания группы пресле-
дователей и одного убегающего // Вестн. Моск. ун-та. Вычислительная
математика и кибернетика. 1983. №1. С. 41–47.

7. Петров Н.Н. Многократная поимка в примере Л.С. Понтрягина с фазо-
выми ограничениями // ПММ. 1997. Т. 61, №5. С. 725–732

8. Петров Н.Н., Прокопенко В.А. Об одной задаче преследования группы
убегающих // Диф. уравнения. 1987. Т. 23, №4. С. 724–726.

9. Петров Н.Н. Об одной задаче преследования группы убегающих // Ав-
томатика и телемеханика. 1996. №6. С. 48–54.

79



10. Петров Н.Н. Одна задача группового преследования с дробными произ-
водными и фазовыми ограничениями // Вестн. Удмурт. ун-та. Матема-
тика. Механика. Компьют. науки. 2017. Т. 27, №1. С. 54–59.

On necessary conditions in the Mayer problem

with differential inclusion
∗

Evgenii Polovinkin

Moscow Institute of Physics and Technology (State University),
Moscow, Russia

polovinkin.es@mipt.ru

The author developed a direct method for obtaining necessary optimality
conditions for the solution of the Mayer problem, in which the differential
inclusion is introduced as a constraint under the conditions of unbounded-
ness and pseudo-Lipschitz property of the right-hand side of the differential
inclusion. The necessary optimality conditions are obtained in the form of a
differential inclusion of the Euler–Lagrange type and generalize the results
from the works of F. Clarke and the author (see [1, 2]).

Statement of the problem and conditions. We consider the interval
T := [0, 1], closed sets C0, C1 ⊂ R

n, a locally Lipschitz function ϕ : Rn → R
1

and a multivalued mapping F : T × Rn ⇒ Rn, with the help of which we
have the differential inclusion of the form

x′(t) ∈ F (t, x(t)) for a.e. t ∈ T. (1)

The symbol RT (F,C0) denotes the (possibly empty) set of all trajectories
x(·) ∈ RT (F,C0) ⊂ AC(T,Rn) of the differential inclusion (1) with the
initial condition x(0) ∈ C0.

The Mayer problem is to find the minimum of the values ϕ(x(1)) over all
end points x(1) ∈ C1 of the trajectories x(·) ∈ RT (F,C0).

Let x̂(·) ∈ RT (F,C0) be a trajectory that solves the Mayer problem; i.e.,
its end value x̂(1) ∈ C1 is such that ϕ(x̂(1)) takes a minimum value for all
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