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Введение. В работе предложенный ранее авторами метод решения
задач реконструкции траекторий и управлений динамической системы
по апостериорной зашумленной информации о реализованной фазовой
траектории распространен на решение задач динамической реконструк-
ции. Рассматриваемые модели управляемых динамических систем ис-
пользуются при описании динамических процессов в таких приложени-
ях, как инженерия [4, 1, 2, 5], экономика, биология, медицина, а также
в исследовании процессов технологического развития.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проекты 18-01-00264а и
17-01-00074а.

99



Предлагаемый метод близок к подходу, развитому Ю.С. Осиповым и
А.В. Кряжимским [3], основу которого составляет экстремальное при-
целивание на движение модели-поводыря, динамика которой копирует
динамику исходной управляемой системы.
Основу предлагаемого авторами метода [6, 7] составляет введение

подсистемы сопряженных переменных, движение которой организовано
так, что полная система осциллирует вокруг получаемых в режиме он-
лайн замеров реализующейся фазовой переменной.
Постановка задачи динамической реконструкции. В общем

виде модель и соответствующая задача динамической реконструкции
могут быть описаны следующим образом:

dx(t)

dt
= f(t, x(t)) +G(t, x(t))u(t), t ∈ [0, T ], (1)

где x ∈ Rn — фазовые переменные, параметры u ∈ Rm, m ≤ n, —
управления, стесненные ограничениями

u ∈ U =
{
ui ∈ [a−i , a

+
i ], a−i < a+i , i = 1, 2, . . . ,m

}
. (2)

Наблюдатель получает информацию о неаккуратных замерах фазо-
вых переменных x(t) реального (базового) движения системы, т.е. ре-
шения x∗(t) задачи (1), (2) в дискретные моменты времени ti, t0 = 0 <
< t1 < . . . < tN = T , причем справедливы соотношения

|x(t) − x∗(t)| ≤ δ, (3)

где δ ∈ (0, δ0] — известные оценки погрешностей измерений.
Пусть ti = t0 + iΔt, i = 1, . . . , N , Δt > 0.
CRP. После получения в текущий момент t ≥ t2 информации о

непрерывной интерполяции измерений yδ(·) : [0, t] → Rn нужно рекон-
струировать управление uδ(·) : [0, t − Δt] → U и порождаемую им тра-
екторию xδ(·) : [0, t−Δt] → Rn системы (1), (2) такие, что выполняются
соотношения

‖xδ(·)− x∗(·)‖C = max
τ∈[0,T−Δt]

‖xδ(τ) − x∗(τ)‖ → 0, (4)

‖uδ(·)− u∗(·)‖L2 =

∫ T−Δt

0

‖uδ(τ) − u∗(τ)‖2 dτ → 0, (5)

когда δ → 0, Δt → 0.
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Решение задачи динамической реконструкции. Чтобы решить
задачу реконструкции CRP (4), (5), мы вводим вспомогательную задачу
вариационного исчисления (CVP).
Мы рассматриваем интервал [ti−2, ti], i = 2, . . . , N , фиксированный

параметр δ ∈ (0, δ0], непрерывную интерполяцию yδ(τ), τ ∈ [ti−2, ti], и
вводим функционал интегральной невязки вида

Iτ0,x0(u(·)) =
∫ ti

ti−2

[
−‖x(τ)− yδ(τ)‖2

2
+

α

2
‖v(τ)‖2

]
dτ, (6)

где α > 0 — малый регуляризующий параметр, (τ0 = ti−2, x0) ∈ D0 ⊂
⊂ ΠT . Измеримая функция v(·) = (u1(·), . . . , um(·), vm+1(·), . . . , vn(·)) :
[ti−2, ti] → Rn имеет частью (u1(·), . . . , um(·)), т.е. сужение на отре-
зок [ti−2, ti] допустимого измеримого ограниченного управления в си-
стеме (1), удовлетворяющего соотношениям (2). Функция v(·) означает
вспомогательное управление для следующей модифицированной базо-
вой динамической системы (1):

dx(τ)

dτ
= f(τ, x(τ)) + Ĝ(τ, x(τ))v(τ), τ ∈ [ti−2, ti], (7)

где x ∈ Rn — фазовые переменные, управления v ∈ Rn удовлетворяют
ограничениям

v ∈ V =
{
vi ∈ [a−i , a

+
i ], a−i < a+i , i = 1, 2, . . . ,m

}
, (8)

(n×n)-матрица Ĝ(τ, x) = {ĝi,j(τ, x)}, i ∈ 1, n, j ∈ 1, n, имеет следующую
структуру:

ĝi,j(τ, x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
gi,j(τ, x), i ∈ 1, n, j ∈ 1,m,

0, i ∈ 1,m, j ∈ m+ 1, n,

0, i ∈ m+ 1, n, j ∈ m+ 1, n, i �= j,

1, i ∈ m+ 1, n, j ∈ m+ 1, n, i = j.

(9)

Функция x(τ), τ ∈ [ti−2, ti], в выражении (6) функционала невязки
означает решение системы (7), которое выработалось в системе под
воздействием допустимого управления v(·) на интервале [ti−2, ti], и
x(ti−2) = x0.
Сейчас при фиксированных δ ∈ (0, δ0], α > 0 мы решаем следующую

задачу вариационного исчисления (CVP).
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CVP. Минимизировать функционал невязки (6) на всех решениях
x(·) системы (7), удовлетворяющих краевым условиям

x(ti−2) = x0 = yδ(ti−2),
dx(ti−2)

dt
=

dyδ(ti−2)

dt
. (10)

Основной результат. В работе получены достаточные условия на
входные данные задачи динамической реконструкции и условия согла-
сования параметров δ, α = α(δ) и Δt такие, что управления uδ(τ) =
= uδ,α(δ)(τ) = u0(τ), полученные из необходимых условий оптимально-
сти в задаче CVP, удовлетворяют условиям (4), (5), т.е. они решают
задачу реконструкции CRP.
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