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Рассматривается повторяющаяся игра, в которой взаимодействие в
каждый период происходит в два этапа. Первый этап представляет со-
бой обобщение известной модели “трагедия общин” [3], в которой инди-
видуальная оптимизация производственной деятельности каждым иг-
роком приводит к “плохому” равновесию с высоким уровнем загряз-
нения окружающей среды. На втором этапе игроки перераспределяют
выигрыши с помощью побочных платежей. В каждый период отдельно-
го участника интересует суммарный выигрыш за несколько предстоя-
щих повторений до его горизонта планирования. Целью работы являет-
ся поиск условий существования совершенного подыгрового равновесия
(СПР) повторяющейся игры, реализующего парето-оптимальный исход,
максимизирующий суммарный выигрыш в однократной игре. Подобные
математические задачи рассматривались в работе [2]. Данная проблема
представляет интерес в контексте изучения международных соглаше-
ний об ограничении загрязнений окружающей среды (см. [1, 4]). Су-
ществование СПР означает возможность стабильного и эффективного
соглашения такого рода.
В однократной игре, моделирующей взаимодействие в данный период

времени, стратегией i-го игрока является величина zi ∈ Zi = [0, zmax,i]
выбрасываемого им загрязнения, прямо связанная с интенсивностью его
производственной деятельности. Функция выигрыша Fi(z) = vi(zi) −
−Hi

(∑
j∈I πjizj

)
, z = (z1, . . . , zn), где vi(zi)— полезность, которую полу-

чает страна i в результате своей деятельности, а Hi(ẑi)— ущерб стране i
от загрязнения, ẑi =

∑
j∈I πjizj — суммарное загрязнение, получаемое

страной i от всех стран, πji обозначает переносимую на страну i до-
лю загрязнения, выбрасываемого страной j. Пусть в игре существует
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равновесие Нэша z∗ в доминирующих стратегиях (например, πii = 0
или Hi — линейная функция в практически интересном диапазоне).
Ситуация z̄ называется оптимальной по Парето, если в ней реализуется
максимум суммарной функции выигрыша max�z

∑n
i=1 Fi(�z ).

В реальности рассматриваемое взаимодействие многократно повто-
ряется в примерно одинаковых условиях. Формальной моделью слу-
жит повторяющаяся игра с полной информацией и скользящими го-
ризонтами планирования, каждый период взаимодействия t = 1, 2, . . .
включает в себя два этапа: на этапе t1 происходит выбор объемов
загрязнения zti , i ∈ I, которые определяют выигрыши F t

i = Fi(z
t),

i ∈ I, с учетом потребления, затрат на очистку и ущерба от загряз-
нения. На этапе t2 игроки осуществляют побочные платежи yti , i ∈ I,∑

i y
t
i = 0, и определяют итоговые выигрыши F̄ t

i (z
t, yt) = Fi(z

t) + yti ,
i ∈ I, за период t. Каждый игрок принимает решение на текущем эта-
пе, исходя из полной информации о действиях всех игроков в преды-
дущее время. При этом игрок стремится максимизировать свой сум-
марный выигрыш за Ti + 1 периодов начиная с текущего. Последо-
вательность действий игроков ht−1 = (zτ , yτ )t−1

τ=1 называется историей
игры до этапа t1. К этапу t2 к истории добавляется значение zt. Стра-
тегия игрока i в каждый период t определяет выбор zti , а затем yti
в зависимости от истории. Формально стратегия задается функциями
zti = σ1

i (h
t−1), yti = σ2

i (h
t−1, zt). Ситуация σ является СПР, если для лю-

бых h и t имеем σ∗
i = argmaxσi

∑t+Ti

τ=t F̄i(z
τ (ht−1, σ∗‖σi), y

τ (ht−1, σ∗‖σi)),
т.е. какова бы ни была предшествующая история до периода t− 1, для
игрока i оптимально следовать стратегии σ∗

i , если остальные игроки
придерживаются своих стратегий σ∗

j , j ∈ I \ i.
Нас интересует существование СПР, для которого в каждом повто-

рении реализуется парето-оптимальная ситуация z̄. Рассмотрим кон-
струкцию такого равновесия, основанную на следующих идеях. При
отклонении на некотором этапе какого-то игрока остальные страны в
простейшем случае (далее случай (а), см. также [1]) со следующего эта-
па переходят к реализации равновесия Нэша z∗, при этом побочные
платежи, естественно, прекращаются. Во втором случае (случай (б))
после отклонения остальные страны продолжают сотрудничество без
отклонившегося игрока. Размеры побочных платежей определяются за-
ново. При отклонении второй страны все игроки переходят к равнове-
сию Нэша.
Для любой вектор-функции (fi(z), i ∈ I) введем обозначения f∗

i :=
:= fi(z

∗), f̄i := fi(z̄), fΣ(z) :=
∑

i∈I fi(z), fΣ(I\i)(z) :=
∑

j∈I\i fj(z).
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Теорема 1. СПР для случая (а) существует, если и только если∑
i∈I

((
H∗

i − Hi

(∑
j∈I\i πjiz̄j + πiiz

∗
i

))
/(1 + Ti)

)
≤ F̄Σ − F ∗

Σ. При этом
условии побочные платежи можно определить как yi = F ∗

i − F̄i −
−
(
H∗

i −Hi

(∑
j∈I\i πjiz̄j+πiiz

∗
i

))
/(1+λTi), где λ ≤ 1 — корень уравнения∑

i∈I

((
H∗

i −Hi

(∑
j∈I\i πjiz̄j + πiiz

∗
i

))
/(1 + λTi)

)
= F̄Σ − F ∗

Σ.

В случае (б) положим ¯̄zI\i(i) = argmax(zj ,j∈I\i)
∑

j∈I\i Fj(zI\i, zi
∗),

¯̄z(i) = (¯̄zI\i, z
∗
i ),

¯̄Fj(i) := Fj(¯̄z(i)) при всех i, j ∈ I.

Теорема 2. СПР для случая (б) существует, если и только если
выполняются следующие условия:

1) ¯̄FΣ ≤ F̄Σ;

2) ¯̄FΣ(I\i) ≥ F ∗
Σ(I\i) ∀i ∈ I;

3)
∑

i∈I

((
Hi

(∑
j∈I πji ¯̄zj(i)

)
− Hi

(∑
j∈I\i πjiz̄j + πiiz

∗
i

))
/(1 + Ti)

)
≤

≤ F̄Σ − ¯̄FΣ;

4)
∑

j∈I\i
((
Hj

(∑
k∈I πkjz

∗
k

)
− Hj

(∑
k∈I\{i,j} πkj ¯̄zk + πijz

∗
i + πjjz

∗
j

))
/

/(1 + Tj)
)
≤ ¯̄FΣ(I\i)(i)− F ∗

Σ(I\i), i ∈ I.

Замечание 1. Случай (б) описывает поведение игроков, более ра-
циональное с точки зрения общего выигрыша, поскольку в нем предпри-
нимается попытка сохранить кооперацию при отклонении одной стра-
ны. Однако условия существования СПР в этом случае не всегда вы-
полнены даже при неограниченных горизонтах планирования. В то же
время в случае (а) при достаточно длинных горизонтах планирования
они выполнены всегда.

Замечание 2. Теоремы 1 и 2 допускают следующие обобщения для
модели, в которой горизонты планирования Ti(t) зависят от времени.
Для существования указанных СПР достаточно, чтобы условия утвер-
ждений выполнялись для Ti = mint Ti(t). Однако эти условия не явля-
ются необходимыми в общем случае. Другое обобщение связано с повто-
ряющимися играми с переменным дисконтированием, в которых игрок i
в период t стремится максимизировать приведенный будущий выигрыш∑∞

τ=t d
i
τtWi(τ), где Wi(τ) — его выигрыш в период τ , diτt — коэффи-

циент приведения к текущему периоду, ditt = 1. Указанные утвержде-
ния остаются справедливыми как достаточные условия, если положить
Ti(t) =

∑∞
τ=t+1 d

i
τt.
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Рассматривается обратная задача для динамической системы, кото-
рая описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

ẋ(t) = f(t, x(t), v(t)) = f1(t, x(t), v(t)) + f2(t, x(t), v(t))v(t),

t ∈ [t0, ϑ] = T, x(t0) = x0.
(1)

Здесь f1(·), f2(·)— непрерывные отображения T×Rm в пространствоRm

с евклидовой нормой | · | и в пространство Rm×q матриц со спектральной
нормой. Решение x(·) по Каратеодори задачи (1) станем называть дви-
жением, а измеримую по Лебегу функцию v(·) : T → Q ⊂ Rq (Q — вы-
пуклый компакт) — воздействием, порождающим это движение. Пусть
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