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Упомянутая выше оценка позволяет получить для числа 𝐼𝑘(𝑞,𝑁) = 𝐼𝑘(𝑞,𝑁 ; 𝑎, 𝑏,𝑚) реше-
ний (4) выражение вида

𝐼𝑘(𝑞,𝑁) =
(𝜋(𝑁))𝑘

𝑞

(︀
κ 𝑘 + 𝑂(Δ𝑘)

)︀
, (5)

где 𝜋(𝑁) — количество простых чисел, не превосходящих 𝑁 , Δ𝑘 = Δ𝑘(𝑞,𝑁) → 0 при 𝑞 → +∞,
а κ 𝑘 = κ 𝑘(𝑞; 𝑎, 𝑏,𝑚) - некоторая мультипликативная функция параметра 𝑞.

Величина κ 𝑘(𝑞) является своеобразным аналогом “особого ряда”, возникающего при реше-
нии аддитивных задач с помощью кругового метода. Отыскание всех троек (𝑎, 𝑏,𝑚) (mod 𝑞),
при которых формула (5) является асимптотической, является нетривиальной задачей, пред-
ставляющей и самостоятельный интерес. В частности, можно доказать существование абсо-
лютной постоянной 𝑐1 > 0 такой, что для любого модуля 𝑞 с условием (𝑞, 6) = 1 неравенство

κ𝑘(𝑞; 𝑎, 𝑏,𝑚) > 𝑐1

выполняется равномерно по всем 𝑎, 𝑏,𝑚 и 𝑘 > 7 (в случае, если верна расширенная гипотеза
Римана и при 𝑘 > 5). В случаях 𝑞 = 2𝑛, 𝑞 = 3𝑛, 𝑛 > 1, можно указать значения 𝑘 и отвечающие
им тройки (𝑎, 𝑏,𝑚), для которых κ 𝑘(𝑞; 𝑎, 𝑏,𝑚) = 0.
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Известная теорема Бэклунда (см.[1]) утверждает, что для любого числового харак-
тера 𝜒 по модулю 𝑚 для числа нулей 𝐿-функции 𝐿(𝑠, 𝜒), лежащих в прямоугольнике
𝐷𝑇 : 0 < 𝜎 < 1, |𝑡| ≤ 𝑇 имеет место соотношение

𝑁(𝑇 ) =
𝑇 ln𝑇

𝜋
+ 𝐶(𝑚)𝑇 +𝑂(ln(𝑘𝑇 )), (1)

где 𝐶(𝑚) ≤ ln 2𝑚.
Схема доказательства теоремы Бэклунда позволяет получить подобные утверждения для

𝐿–функций числовых полей. Существенную роль в этой схеме играет тот факт, что 𝐿–функции
Дирихле в случае примитивных характеров удовлетворяют функциональному уравнению ри-
мановского типа(например [2]).

В данной работе предлагается иной подход получения плотностных теорем для 𝐿-функций
числовых полей. Этот подход в отличии от схемы Бэклунда позволяет получать плотностные
теоремы для рядов Дирихле, которые определяются линейными комбинациями 𝐿-функции
числовых полей.

Во-первых, учитывая соотношение (1) для числа нулей дзета-функции Дедекинда число-
вых полей 𝐾; лежащих в прямоугольнике 𝐷𝑇 , получаем следующее соотношение

𝑁(𝑇 ) =
𝑘𝑇 ln𝑇

𝜋
+𝑂(𝑇 ), (2)

где константа в символе
”
O“ не превосходят величины 𝑘 ln 2𝑘, где 𝑘 = [𝐾 : 𝑄]

В случае когда 𝐾 абелево расширение поля 𝑄 соотношение (2) следует из разложения
𝑍𝐾(𝑠) в произведении 𝐿-функций с числовыми характерами. (см. [2])

В случае произвольного числового поля 𝐾 используем тот факт, что в этом случае для
любого идеала 𝛽 поля 𝐾 : 𝑁(𝛽) = 𝑁(𝑝), где 𝑝 — идеал максимального абелева подрасширения:
𝑄 ⊂ 𝐾𝑎𝑏 ⊂ 𝐾, над которым лежит идеал 𝛽 (см.[2]).

Рассмотрим разложение разложение 𝐿(𝑠, 𝑥, 𝑘):

𝐿(𝑠, 𝑥, 𝑘) =
∑︁
𝐶𝑖

𝑥(𝐶𝑖)
∑︁
𝜋∈𝐶𝑖

1

𝑁(𝜋)𝑠
, (3)

где 𝐶𝑖 пробегает группу классов идеалов поля 𝐾.
Оценка (2) и разложение (3) позволяют доказать следующее утверждение

Теорема 1. Для 𝐿-функции Дирихле 𝐿(𝑠, 𝜒,𝐾) имеет место представление

𝐿(𝑠, 𝜒,𝐾) = 𝑄𝑙,𝜒(𝑠) · 𝑓0(𝑠),

где 𝑄𝑙,𝑥(𝑠) полином степени 𝑙, 𝑙 ≤ 𝑚, где 𝑚 не зависит от 𝜒; 𝑄𝑙,𝑥(𝑠) =
∑︀𝑙

𝑖=1 𝛼𝑖𝑛
𝑠
𝑖,𝑥, лежат в

критической области и их число при |𝑡| ≤ 𝑇 удовлетворяет оценке

𝑁𝑓0(𝑇 ) =
𝑘𝑇 ln𝑇

𝜋
+𝑂(𝑇 )

где 𝑘 = [𝐾 : 𝑎], 𝑎 константа в символе
”
O“ не превосходит 𝑘 ln 2𝑘
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Как показано в [3] нули полинома 𝑄𝑡(𝑠) степени 𝑙 при |𝑡| ≤ 𝑇 лежат в полосе |𝜎| < 𝐻, и их
число удовлетворят оценке

𝐻(𝑇 ) =
2𝑇 ln 𝑙

𝜋
+ 𝐶, (4)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑇 .
В силу (4) и теоремы 1 получим следующий результат.

Теорема 2. Число нулей 𝐿–функции Дирихле 𝐿(𝑠, 𝑥, 𝑘) лежащих в прямоугольнике 𝐷𝑇

удовлетворяют оценке

𝑁(𝑇 ) =
𝑘𝑇 ln𝑇

𝜋
+𝑂(𝑇 ) (5)

где 𝑘 = [𝐾 : 𝑄], а константа в
”
O“ не превосходит 𝑘 ln 2𝑘+ ln𝑚, где 𝑚 определяется числом

классов поля 𝐾.

Приведенная выше схема получения оценки (5) работает и для рядов Дирихле вида

𝑓(𝑠) =
𝜈∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝐿(𝑠, 𝜒,𝐾) (6)

где 𝜈 не превосходит порядка группы классов идеалов поля 𝐾.
Такие же рассуждения как и при доказательстве теоремы 2 позволяют доказать следующие

утверждения.

Теорема 3. Для числа нулей функции (6),лежащих в прямоугольнике 𝐷𝑇 имеет место
оценка

𝑁(𝑇 ) =
𝑘𝑇 ln𝑇

𝜋
+𝑂(𝑇 ),

где 𝑘 = [𝐾;𝑄], а константа в символе
”
O“ не превосходит величины 𝜈(𝑘 ln 2𝑘 + ln𝑚).

Теорема 4. Для числа нулей функции 𝑓(𝑠), лежащих вне критической плоскасти имеет
место оценка

𝑁(𝑇 ) = 𝑂(𝑇 ),

где константа в символе
”
O“ не превосходит величины 𝜈(𝑘 ln 2𝑘 + ln𝑚).

Теорема 5. Для любого 𝜖 > 0 основная масса нулей функции (6) при 𝑡 > 0 лежит в 𝜖–
окрестности критической прямой. А именно при любом 𝑇 > 0 и

⃒⃒
𝜎 − 1

2

⃒⃒
> 𝜖:

𝑁𝜖(𝑇 ) = 𝑂(𝑇 ),

где константа в символе
”
O“ зависит от 𝜖.

Теорема 6. При условии выполнения расширенной гипотезы Римана все нули 𝐿-функций
Дирихле числового поля 𝐾 лежат на критической прямой.
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After the Voronin discovery of the universality for the Riemann zeta-function, it turned out
that some other zeta- and 𝐿-functions are also universal in the Voronin sense. Among them, the
Hurwitz zeta-function 𝜁(𝑠, 𝛼), 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, with parameter 𝛼, 0 < 𝛼 6 1. The function 𝜁(𝑠, 𝛼) is
defined, for 𝜎 > 1, by the Dirichlet series

𝜁(𝑠, 𝛼) =

∞∑︁
𝑚=0

1

(𝑚+ 𝛼)𝑠
,

and has a meromorphic continuation to the whole complex plane. The function 𝜁(𝑠, 𝛼) depends
on the parameter 𝛼, and its analytic properties, including the universality, are closely related to
arithmetic of 𝛼.

Let 𝐷 = {𝑠 ∈ C : 1/2 < 𝜎 < 1}. Denote by 𝒦 the class of compact subsets of the strip 𝐷 with
connected complements, and by 𝐻(𝐾) with 𝐾 ∈ 𝒦 the class of continuous functions on 𝐾 that are
analytic in the interior of 𝐾. Then the universality of 𝜁(𝑠, 𝛼) is contained in the following theorem
[4].

Theorem 1. Suppose that the parameter 𝛼 is transcendental or rational ̸= 1, 1/2. Let 𝐾 ∈ 𝒦
and 𝑓(𝑠) ∈ 𝐻(𝐾). Then, for every 𝜀 > 0,

lim inf
𝑇→∞

1

𝑇
meas

{︂
𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] : sup

𝑠∈𝐾
|𝜁(𝑠+ 𝑖𝜏, 𝛼) − 𝑓(𝑠)| < 𝜀

}︂
> 0.
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