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Исследования алгебр n-местных операций и мультиопераций (многозначных частичных
операций) на k-элементных множествах велись с одной стороны при фиксированном n и про-
извольном k, с другой стороны при произвольном n и фиксированном k.

По первому направлению первоначально изучались алгебры унарных операций и мультио-
пераций (в этом случае алгебра операций является моноидом преобразований, а алгебра муль-
тиопераций есть алгебра бинарных отношений). Алгебры n-местных операций, по-видимому,
впервые рассмотрел К. Менгер [1]. В таких алгебрах выполняется тождество суперассоциа-
тивности (сверхассоциативности). В дальнейшем часто алгебры обладающие этим свойством
называют алгебрами Менгера. Алгебры n-местных отношений со свойством суперассоциатив-
ности изучались В.С. Трохименко (смотри, например, [2]).

Второе направление имеет тесные связи с теорией клонов (алгебры операций без фикса-
ции местности) [3]. Отметим работы А.Г. Пинуса, в которых такие алгебры используются для
исследования клонов, например [4]. В работе [6] алгебры n-местных мультиопераций использо-
вались при изучении суперклонов. Изучение алгебр n-местных мультиопераций и их решеток
начато в работе [5].

Пусть 𝐴 — произвольное множество, 𝐵(𝐴) — множество всех подмножеств 𝐴, 𝑛 — нату-
ральное число. Отображение 𝑓 декартовой степени 𝐴𝑛 в 𝐵(𝐴) называется 𝑛-местной мультио-
перацией на 𝐴. Если при этом все образы одноэлементные, то 𝑓 называем 𝑛-местной опера-
цией. Для множества всех 𝑛-местных мультиопераций на 𝐴 используем обозначение ℳ(𝑛)

𝐴 , а

для множества всех 𝑛-местных операций — 𝒪(𝑛)
𝐴 . Очевидно выполняется 𝒪(𝑛)

𝐴 ⊂ ℳ(𝑛)
𝐴 . Ранг 𝑘

мультиоперации определим как 𝑘 = |𝐴|.
Определим следующие 𝑛-местные мультиоперации так:

пустая мультиоперация 𝑜𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = ∅;
мультиоперация проектирования по 𝑖 аргументу 𝑒𝑛𝑖 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = {𝑎𝑖}.

Определим следующие метаоперации на множестве n-местных мультиопераций:
Суперпозиция мультиопераций 𝑓 ∈ ℳ(𝑛)

𝐴 и 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ ℳ(𝑛)
𝐴

(𝑓 * 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
⋃︁

𝑏𝑖∈𝑓𝑖(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛).

Разрешимость 𝑓 ∈ ℳ(𝑛)
𝐴 по 𝑖 аргументу, где 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}

(𝜇𝑖𝑓)(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = {𝑎 | 𝑎𝑖 ∈ 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑎, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛)}.

Легко видно, что:

𝑏 ∈ (𝜇𝑖𝑓)(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑐, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛) ⇐⇒ 𝑐 ∈ 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1, 𝑏, 𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛).
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Определение 1. Алгеброй 𝑛-местных операций над множеством 𝐴 при 𝑛 ≥ 2 называ-

ется любое подмножество 𝐾 ⊆ 𝒪(𝑛)
𝐴 , содержащее все 𝑛-местные операции проектирования

и замкнутое относительно метаоперации суперпозиции.

Введем обозначение [𝐾]𝑛 для алгебры 𝑛-местных операций над 𝐴 порожденной множе-

ством 𝐾 ⊆ 𝒪(𝑛)
𝐴 и 𝑉 𝑛

𝑘 для упорядоченного по включению множества всех алгебр 𝑛-местных
операций ранга 𝑘 (этот порядок является решеточным).

Определение 2. Алгеброй 𝑛-местных мультиопераций над множеством 𝐴 при 𝑛 ≥ 2

называется любое подмножество 𝑅 ⊆ ℳ(𝑛)
𝐴 , содержащее все 𝑛-местные мультиоперации

проектирования, пустую 𝑛-местную мультиоперацию и замкнутое относительно метао-
пераций суперпозиции и разрешимости по первому аргументу.

Введем обозначение ⟨𝑅 ⟩𝑛 для алгебры 𝑛-местных мультиопераций над 𝐴 порожденной

множеством 𝑅 ⊆ ℳ(𝑛)
𝐴 и 𝑊𝑛

𝑘 для упорядоченного по включению множества всех алгебр 𝑛-
местных мультиопераций ранга 𝑘 (порядок так же решеточный).

Класс алгебр 𝒫𝑛 определяется в сигнатуре Σ𝑛 = ⟨ 𝑠, 𝜋, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛,⊥⟩, 𝑛 ≥ 2, где 𝑠 и 𝜇 явля-
ются (𝑛+ 1)-местной и унарной функциональными символами, а остальные нульместными. В
этой сигнатуре термально определим следующие символы операций и предикатов:

⊤ = 𝑠(𝜋(𝜀2), 𝜀1, . . . , 𝜀1);
𝜋1(𝑥) = 𝜋(𝑥);
𝜋𝑖(𝑥) = 𝑠(𝜋(𝑠(𝑥, 𝜀𝑖, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑖−1, 𝜀1, 𝜀𝑖+1, . . . , 𝜀𝑛)), 𝜀𝑖, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑖−1, 𝜀1, 𝜀𝑖+1, . . . , 𝜀𝑛)

для 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛};
𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑠(𝑠(𝜀1, 𝜋(𝜀1), . . . , 𝜋(𝜀𝑛)), 𝑥, 𝑦, . . . , 𝑦);
𝑥 ≤ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥.
Класс алгебр 𝒫𝑛 задается следующими аксиомами:
1. 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥;
2. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥;
3. 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧;
4. 𝑥 ∧ ⊤ = 𝑥;
5. 𝑠(𝑠(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ≤ 𝑠(𝑥, 𝑠(𝑦1, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛), . . . , 𝑠(𝑦𝑛, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛));
6. 𝑠(𝜀𝑖, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑠(⊤, 𝑥1, . . . , 𝑥1) ∧ . . . ∧ 𝑠(⊤, 𝑥𝑖−1, . . . , 𝑥𝑖−1) ∧ 𝑥𝑖 ∧

∧ 𝑠(⊤, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑖+1) ∧ . . . ∧ 𝑠(⊤, 𝑥𝑛, . . . , 𝑥𝑛) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
7. 𝑠(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ⊥ при 𝑥𝑖 = ⊥ хоть для одного 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛};
8. 𝜋(⊥) = ⊥;
9. 𝜋𝑖(⊤) = ⊤ для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
10. 𝜋𝑖(𝜀𝑖) = 𝜀𝑖 для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
11. 𝜋𝑖(𝜋𝑖(𝑥)) = 𝑥 для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
12. 𝜋𝑖(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝜋𝑖(𝑥) ∧ 𝜋𝑖(𝑦) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
13. 𝑠(𝑥, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑖−1, 𝜀𝑗 , 𝜀𝑖+1, . . . , 𝜀𝑗−1, 𝜀𝑖, 𝜀𝑗+1, . . . , 𝜀𝑛) = 𝜋𝑖(𝜋𝑗(𝜋𝑖(𝑥)))

для всех 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝑖 ̸= 𝑗;

14. 𝜋𝑗(𝜀𝑖) = 𝑠(⊤, (𝜀𝑗 ∧ 𝜀𝑖), . . . , (𝜀𝑗 ∧ 𝜀𝑖)) для всех 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝑖 ̸= 𝑗;

15. 𝑠(𝑠(𝑥, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), 𝜀𝑖1 , . . . , 𝜀𝑖𝑛) = 𝑠(𝑥, 𝑠(𝑦1, 𝜀𝑖1 , . . . , 𝜀𝑖𝑛), . . . , 𝑠(𝑦𝑛, 𝜀𝑖1 , . . . , 𝜀𝑖𝑛))
для всех 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑛};

16. 𝜋𝑗
(︁
𝑠(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

)︁
≤

𝑛⋀︀
𝑖=1

𝑠
(︁
𝜋𝑗(𝑥𝑖), 𝜀1, . . . , 𝜀𝑗−1,

𝑠
(︀
𝜋𝑖(𝑥0),⊤, . . . ,⊤, 𝜀𝑗⏟ ⏞ 

𝑖

,⊤, . . . ,⊤
)︀
, 𝜀𝑗+1, . . . , 𝜀𝑛

)︁
для всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛};
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17. 𝑠(𝑥0, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 ∧ 𝑦𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) ≤ 𝑠(𝑥0, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) ∧
∧ 𝑠(𝑥0, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

18. 𝑥 ∧ 𝑠(𝑦, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ≤ 𝑠
(︁

(𝑠(𝑥, 𝑠(𝜋1(𝑧1), 𝜀1,⊤, . . . ,⊤), . . . , 𝑠(𝜋𝑛(𝑧𝑛),⊤, . . . ,⊤, 𝜀𝑛)) ∧ 𝑦),

(𝑠(𝜋1(𝑦), 𝑥,⊤, . . . ,⊤) ∧ 𝑧1), . . . , (𝑠(𝜋𝑛(𝑦),⊤, . . . ,⊤, 𝑥) ∧ 𝑧𝑛)
)︁
.

Сделаем следующие определения в алгебре n-местных мультиопераций: 𝑛-местную полную
мультиоперацию 𝑢𝑛, бинарную операцию пересечения (𝑓 ∩ 𝑔), а также отношение включения
𝑓 ⊆ 𝑔 на мультиоперациях:

𝑢𝑛(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝐴, для любых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴;
(𝑓 ∩ 𝑔)(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∩ 𝑔(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) для любых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴;
𝑓 ⊆ 𝑔 ⇐⇒ 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ⊆ 𝑔(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), для любых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴.
Достаточно очевидно, что пересечение является коммутативной, ассоциативной и идем-

потентной операцией, а включение является частичным порядком, соответствующим этому
пересечению, причем 𝑜𝑛 выступает в качестве наименьшего элемента, а 𝑢𝑛 в качестве наи-
большего элемента.

Лемма 1. Верны следующие равенства:
1. 𝑢𝑛 = ((𝜇1𝑒

𝑛
2 ) * 𝑒𝑛1 , . . . , 𝑒𝑛1 );

2. (𝜇𝑖𝑓) =
(︁(︀
𝜇1(𝑓 * 𝑒𝑛𝑖 , 𝑒𝑛2 , . . . , 𝑒𝑛𝑖−1, 𝑒

𝑛
1 , 𝑒

𝑛
𝑖+1, . . . , 𝑒

𝑛
𝑛)
)︀
* 𝑒𝑛𝑖 , 𝑒𝑛2 , . . . , 𝑒𝑛𝑖−1, 𝑒

𝑛
1 , 𝑒

𝑛
𝑖+1, . . . , 𝑒

𝑛
𝑛

)︁
для 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛};

3. (𝑓 ∩ 𝑔) =
(︀
(𝑒𝑛1 * (𝜇1𝑒

𝑛
1 ), . . . , (𝜇1𝑒

𝑛
𝑛)) * 𝑓, 𝑔, . . . , 𝑔

)︀
.

Определим интерпретацию сигнатуры Σ𝑛 в алгебрах n-местных мультиопераций: 𝑠 — со-
ответствует операция суперпозиции, 𝜋 — соответствует операция разрешимости по 1-му ар-
гументу, 𝜀𝑖 — соответствует константная операция, определяющая проекцию по 𝑖 аргументу,
⊥ — соответствует константная операция определяющая пустую мультиоперацию.

Теорема 1. Если ℛ алгебра n-местных мультиопераций, то ℛ ∈ 𝒫𝑛.

Приведем ряд утверждений, которые следуют из аксиом класса 𝒫𝑛 и при выше определен-
ной интерпретации сигнатуры верны во всех алгебрах n-местных мультиопераций.

Теорема 2. В любой алгебре класса 𝒫𝑛 выполняются утверждения:
1. ⊥ ≤ 𝑥;
2. 𝜋𝑖(⊥) = ⊥ для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
3. 𝜋𝑗(𝜀𝑖) = 𝜋𝑖(𝜀𝑗) для 𝑗, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
4. 𝑠(𝑥, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛) = 𝑥;
5. 𝜋𝑖(𝜋𝑗(𝜋𝑖(𝑥))) = 𝜋𝑗(𝜋𝑖(𝜋𝑗(𝑥))) для 𝑗, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
6. 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝜋𝑖(𝑥) ≤ 𝜋𝑖(𝑦) для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛};
7. 𝑠(𝑥0 ∧ 𝑦0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≤ 𝑠(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∧ 𝑠(𝑦0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛);
8. 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖 для всех 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛} ⇒ 𝑠(𝑥0, . . . , 𝑥𝑛) ≤ 𝑠(𝑦0, . . . , 𝑦𝑛).

Основным инструментом при исследовании алгебр мультиопераций при фиксированном
ранге и произвольной размерности является теория Галуа. Далее следуем [6].

Определим тождество полуперестановочности для 𝑓 ∈ ℳ(𝑛)
𝐴 и 𝑔 ∈ ℳ(𝑚)

𝐴 :

(𝑓 * (𝑔 * 𝑒𝑛𝑚1 , . . . , 𝑒𝑛𝑚𝑚 ), . . . , (𝑔 * 𝑒𝑛𝑚(𝑛−1)𝑚+1, . . . , 𝑒
𝑛𝑚
𝑛𝑚)) ⊆

⊆ (𝑔 * (𝑓 * 𝑒𝑛𝑚1 , 𝑒𝑛𝑚𝑚+1, . . . , 𝑒
𝑛𝑚
(𝑛−1)𝑚+1), . . . , (𝑓 * 𝑒𝑛𝑚𝑚 , 𝑒𝑛𝑚2𝑚 , . . . , 𝑒

𝑛𝑚
𝑛𝑚)).

Будем говорить, что 𝑓 стабильна относительно 𝑔 и 𝑔 нормальна относительно 𝑓 .
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Пусть 𝑔 ∈ ℳ(𝑚)
𝐴 и 𝑓 ∈ 𝒪(𝑛)

𝐴 . Тогда

𝑆𝑛(𝑔) = {𝑓 | 𝑓 ∈ 𝒪(𝑛)
𝐴 и 𝑓 стабильна относительно 𝑔} — 𝑛-стабилизатор 𝑔;

𝑁𝑚(𝑓) = {𝑔 | 𝑔 ∈ ℳ(𝑚)
𝐴 и 𝑔 нормальна относительно 𝑓} — 𝑚-нормализатор 𝑓.

Пусть 𝑅 ⊆ ℳ(𝑚)
𝐴 и 𝐾 ⊆ 𝒪(𝑛)

𝐴 . Тогда

𝑆𝑛(𝑅) =
⋂︁
𝑔∈𝑅

𝑆𝑛(𝑔) — 𝑛-стабилизатор множества мультиопераций 𝑅;

𝑁𝑚(𝐾) =
⋂︁
𝑓∈𝐾

𝑁𝑚(𝑓) — 𝑚-нормализатор множества операций 𝐾.

Теорема 3.
Пара соответствий 𝑆𝑛 и 𝑁𝑚 определяет связь Галуа между множествами 𝑉 𝑛

𝑘 и 𝑊𝑚
𝑘 .

Рассмотрим подробнее вариант ранга 𝑘 = 2.

Теорема 4.
1) Пара соответствий 𝑆𝑛 и 𝑁𝑚 при 4 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚+1 является совершенной в 𝑉 𝑛

2 связью Галуа.
2) Пара соответствий 𝑆𝑛 и 𝑁𝑚 при 𝑛 ≥ 𝑚+ 1 является совершенной в 𝑊𝑚

2 связью Галуа.

Для ранга 2 и 𝑛 ≥ 4 верно:

Следствие 1.
1) Для любого множества 𝐾 ⊆ 𝒪(𝑛)

𝐴 выполняется [𝐾]𝑛 = 𝑆𝑛(𝑁𝑚(𝐾)) для 𝑛 ≤ 𝑚+ 1.

2) Для любого множества 𝑅 ⊆ ℳ(𝑚)
𝐴 выполняется ⟨𝑅 ⟩𝑚 = 𝑁𝑚(𝑆𝑛(𝑅)) для 𝑛 ≥ 𝑚+ 1.

3) Упорядоченные множества 𝑉 𝑛
2 и 𝑊𝑛−1

2 антиизоморфны.
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