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на плоскости
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Основные определения

Полиномиальная динамическая система:

Векторное поле:

Определение 1. Функцию

называют первым интегралом векторного поля,           если
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Интегрирующий множитель

Симплектическая форма

Основные определения
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Основные определения

– дифференциальное поле

 – алгебраический элемент





Определение 2. Функцию принято называть 

функцией Лиувилля.

Расширение Лиувилля дифференциального поля:
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Definition 3. The vector field possessing a Liouvillian 

first integral is called Liouvillian integrable.

Darboux function:

Функция Дарбу:

Определение 3. Векторное поле и соответствующая
динамическая система, имеющая своим первым
интегралом функцию Дарбу, называется интегрируемой
по Дарбу.

Определение 4. Векторное поле и соответствующая
динамическая система, имеющая своим первым
интегралом функцию Лиувилля, называется интегрируемой
по Лиувиллю.

Основные определения
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Алгебраические инварианты (полиномы Дарбу)

кофактор

Экспоненциальные инварианты

кофактор

Основные определения
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Интегрируемость 
по Лиувиллю

[J.G. Darboux 1878, M.F. Singer 1992, С. Christopher 1999]

Необходимые и достаточные условия
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Jean-Gaston Darboux (1842-1917) Henri Poincaré (1854-1912)

Проблема Пуанкаре
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Проблема Пуанкаре

Darboux function:Формулировка проблемы. Для заданного векторного поля
найти оценку сверху для степеней неприводимых

алгебраических инвариантов: .

Darboux function:Частичное решение 1. Если все неприводимые
алгебраические инварианты векторного поля

являются гладкими, то

[D. Cerveau, A. Lins Neto, 1991 ]

Darboux function:Частичное решение 2. Если все неприводимые
алгебраические инварианты векторного поля не
содержат дикритических особых точек , то

[M. M. Carnicer, 1994]
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Метод неопределенных коэффициентов (метод 
Преля и Зингера);



Метод Лагутинского;

Метод разложения на весооднородные компоненты;

Методы, использующие симметрии динамической 
системы;



Метод дробно-степенных рядов (рядов Пюизё)

Методы построения алгебраических инвариантов
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

Лемма 1. Пусть ряд Пюизё удовлетворяет 

уравнению где                – алгебраический 

инвариант. Тогда 



Метод рядов Пюизё
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Теорема 1. Пусть – неприводимый 

алгебраический инвариант векторного поля . Тогда                

имеет вид  

где попарно различные ряды Пюизё в окрестности 

бесконечности, удовлетворяющие уравнению

полиномиальная часть

Метод рядов Пюизё
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Лемма 2. Пусть существует конечное число рядов Пюизё 

в окрестности точки , удовлетворяющих уравнению 

и имеющих отрицательные 

показатели степеней в доминантных членах:

Нахождение µ(x)

Тогда кратность точки       для многочлена µ(x) ограничена

Метод рядов Пюизё
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Нахождение кофактора

и

,

Метод рядов Пюизё

Теорема 2. Пусть – неприводимый 

алгебраический инвариант векторного поля . Тогда                

имеет вид  

где попарно различные дробно-степенные ряды в 

окрестности бесконечности, удовлетворяющие уравнению
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Метод рядов Пюизё

Теорема 3. Векторное поле         имеет не более одного 

неприводимого алгебраического инварианта                 такого 

что где           ряд Пюизё, удовлетворяющий 

уравнению и имеющий 

фиксированные коэффициенты.

Количество различных алгебраических инвариантов

Теорема 4. (Проблема Пуанкаре) Пусть векторное поле         

принадлежит классу               . Тогда выполнено
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Шаг 1. Шаг 2.

Шаг 3.

Метод рядов Пюизё



18





Теорема 5.

Ряды Пюизё в окрестности бесконечности

Экспоненциальные инварианты

Метод рядов Пюизё
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Динамические системы Льенара

Уравнение Дуффинга:

Уравнение Дуффинга-

Ван-дер-Поля:

Система ФитцХью-

Нагумо:
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Теорема [K. Odani, 1995]. Пусть 

Тогда DL не имеет инвариантных алгебраических кривых.

Динамические системы Льенара

Теорема [M. Hayashi, 1996]. Пусть . Тогда для
неприводимых инвариантных алгебраических кривых DL
выполнено

Теорема [H. Zoladek, 1998]. Пусть 
Тогда для неприводимых инвариантных алгебраических 
кривых DL выполнено или
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Динамические системы Льенара
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Теорема 6. Степени неприводимых алгебраических
инвариантов квадратичных динамических систем Льенара
не ограничены.

Квадратичные динамические системы Льенара (QDL)

Динамические системы Льенара
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Динамические системы Льенара

Теорема 7. Пусть                     и - неприводимая 
инвариантная алгебраическая кривая для DLN. Тогда

или 

Замена переменных:
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Классификация:

Уравнение Дуффинга- Ван-дер-Поля:

Динамические системы Льенара














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Система Дуффинга – Ван-дер Поля:

Обобщенная система Дуффинга:

по Лиувиллю тогда и только тогда, когда

Теорема 9. Обобщенная система Дуффинга интегрируема

Теорема 8. Динамическая система Дуффинга – Ван-дер-Поля 
интегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда, когда

и

Динамические системы Льенара
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Дальнейшее развитие и обобщения





Обобщенные ряды Пюизё

Неавтономные динамические системы:
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Кинк Периодическая волна Уединённая волна

УЧП: ОДУ:

Дальнейшее развитие и обобщения
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Дальнейшее развитие и обобщения

Алгебраическая формулировка второй части XVI-ой 

проблемы Гильберта

Для заданного векторного поля найти оценку сверху
для числа алгебраических предельных циклов.



29

Заключение

1. Предложен новый метод построения и классификации 

алгебраических инвариантов.

2. Выведено общее представление для алгебраических 

инвариантов и их кофакторов.

4. Решена проблема интегрируемости по Дарбу и Лиувиллю 

для некоторых нелинейных осцилляторов, в том числе для 

осцилляторов Дуффинга и Дуффинга – Ван-дер-Поля.

5. Найдены новые точные решения для осциллятора 

Дуффинга – Ван-дер-Поля.

3. Решена проблема Пуанкаре для некоторых семейств 

динамических систем на плоскости.


