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Íàïîìèíàíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ

• ‖z‖p = (|z1|p + . . . + |zN |p)1/p äëÿ z ∈ RN è p > 1
• ‖z‖0 = #{i : zi 6= 0}
(êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò) äëÿ z ∈ RN

• x ∈ RN ÿâëÿåòñÿ k-ðàçðåæåííûì (sparse), åñëè ‖x‖0 6 k
• c ,C ,C1,C2, . . . � àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå
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Compressed Sensing

Âñþäó äàëåå 1 6 k 6 n < N . Ïóñòü çàäàíà n × N ìàòðèöà
Φ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ
k-ðàçðåæåííîãî âåêòîðà x ∈ RN ïî âåêòîðó y = Φx ∈ Rn.
Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ òåîðèè, íàçûâàåìîé â
ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òåîðèåé ñæàòûõ èçìåðåíèé
(�Compressed Sensing� èëè �Compressive Sampling�).
Åñòåñòâåííî áûëî áû ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó:

‖z‖0 → min, z ∈ RN , Φz = y . (P0)

Ê ñîæàëåíèþ, îíà ÿâëÿåòñÿ NP�ñëîæíîé.
Åäèíñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ k�ðàçðåæåííûõ
âåêòîðîâ ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ k < 1

2
spark(Φ), ãäå

spark(Φ) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî çàâèñèìûõ
ñòîëáöîâ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ x
×åí, Äîíîõî è Ñàíäåðñ (2001) ðàññìîòðåëè ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó `1-ìèíèìèçàöèè:

‖z‖1 → min, z ∈ RN , Φz = y . (P1)

Çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê âûïóêëîé (ëèíåéíîé) îïòèìèçàöèè è,
òåì ñàìûì, ìîæåò ýôôåêòèâíî ðåøàòüñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à `1-ìèíèìèçàöèè ñâÿçàíà è ñ çàäà÷åé
âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà x ∈ RN , ïðèíàäëåæàùåãî
çàäàííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè n, åñëè ïðè
çàäàíèè âåêòîðà x ðàçðåøàåòñÿ äîïóñêàòü îøèáêè íå áîëåå
÷åì â k êîîðäèíàòàõ.
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Âñïëåñê àêòèâíîñòè â ýòîì íàïðàâëåíèÿ íà÷àëñÿ ñ ðàáîò
Äîíîõî, Ýëàäà, Êàíäåñà, Ðîìáåðãà, Òàî (2005-2006). Â íèõ
áûëè óêàçàíû ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà (ïåðåäà÷à
ñèãíàëîâ, êîäèðîâàíèå èçîáðàæåíèé), äàíî òåîðåòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå ìåòîäà (óêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà
ìàòðèöó), ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ
èçâåñòíûõ êëàññîâ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö (Áåðíóëëè, Ãàóññ,
Ôóðüå).
Â ïðèëîæåíèÿõ x � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå èëè æå ôðåéìó.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè îñíîâíîé
çàäà÷è: íàïðèìåð, "ñæèìàåìûå"ñèãíàëû (õîðîøî
ïðèáëèæàåìûå ðàçðåæåííûìè), çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ
ðàçðåæåííîãî âåêòîðà ïî ìàëîìó ÷èñëó ëèíåéíûõ
èçìåðåíèé.
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Äàííàÿ ïðîáëåìàòèêà èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ Cand�es,
Romberg, Tao (2006), Donoho (2006), Kashin, Temlyakov
(2007), Cohen, Dahmen, DeVore (2009), Foucart, Pajor,
Rauhut, Ullrich (2010), Linial, Novik (2011) è ìíîãèõ äðóãèõ.
Èìåþòñÿ êíèãè è îáçîðû ïî òåîðèè ñæàòûõ èçìåðåíèé:
óïîìÿíåì Fornasier, Rauhut (2011) è Davenport, Duarte,
Eldar, Kutyniok (2012).
Â îñíîâå ðàáîòû ïî ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è
òåîðèè ïðèáëèæåíèé (òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ) 70�80õõ.
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Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùèå âîïðîñû.
1. Ïðè êàêèõ k , n,N ñóùåñòâóþò n × N ìàòðèöû Φ,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(?) äëÿ ëþáîãî k-ðàçðåæåííîãî âåêòîðà x ∈ RN è y = Φx
ðåøåíèå çàäà÷è (P1): ‖z‖1 → min, Φz = y ,
åäèíñòâåííî è ñîâïàäàåò ñ x .

2. ßâíîå ïîñòðîåíèå ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(?).
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

ìàòðèöû ñ óñëîâèåì (?)

Ðÿäîì àâòîðîâ (Äîíîõî, ÄåÂîð, Êàøèí è Òåìëÿêîâ)
îòìå÷àëàñü ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé ñæàòîãî èçìåðåíèÿ è
îöåíêàìè ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâ. Âàæíóþ
ðîëü â ýòèõ âîïðîñàõ èãðàåò ÿäðî N (Φ) = {x : Φx = 0}.
Îáîçíà÷èì

σk(x) = min ‖x − x̃‖1,

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî k-ðàçðåæåííûì âåêòîðàì x̃ . Á.Ñ.
Êàøèí è Â.Í. Òåìëÿêîâ (2007) äîêàçàëè, ÷òî ñëåäóþùèå
òðè ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:
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ñëàáîå ñâîéñòâî ñæàòîãî èçìåðåíèÿ: äëÿ ëþáîãî
x ∈ RN è ëþáîãî ðåøåíèÿ z çàäà÷è (P1) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ‖x − z‖2 6 C1k

−1/2‖x‖1;

ñèëüíîå ñâîéñòâî ñæàòîãî èçìåðåíèÿ, îïðåäåëÿåìîå
áîëåå ñèëüíûì íåðàâåíñòâîì ‖x − z‖2 6 C2k

−1/2σk(x);

ñâîéñòâî ïîïåðå÷íèêà: ‖x‖2 6 C3k
−1/2‖x‖1,

∀x ∈ N (Φ).

Äëÿ k�ðàçðåæåííîãî âåêòîðà σk = 0, ò.å. ïðè âûïîëíåíèè
ñèëüíîãî ñâîéñòâà ñæàòîãî èçìåðåíèÿ, âîññòàíîâëåíèå
òî÷íîå.
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Â òîé æå ðàáîòå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî èç èçâåñòíûõ îöåíîê
Á.Ñ. Êàøèíà (1977) è À.Þ. Ãàðíàåâà è Å.ä. Ãëóñêèíà
(1984) Êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ
ìíîæåñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñèëüíîå ñâîéñòâî ñæàòîãî
èçìåðåíèÿ èìååò ìåñòî ïðè k , óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó

k 6 C1n/ log(2N/n)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ìàòðèö Φ è íå èìååò ìåñòà äëÿ
k > C2n/ log(2N/n). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
òîãî æå íåðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò n × N ìàòðèöà Φ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (?). Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
äàëè Êàíäåñ, Ðîìáåðã è Òàî (2006) íà îñíîâå ïîíÿòèÿ
ñâîéñòâà îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè (restricted isometry
property).
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Åñëè ïðè äàííûõ k , n,N ñóùåñòâóåò n × N ìàòðèöà Φ,
îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (?), òî k 6 max(1,Cn/ log(2N/n)).
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå n = 1 äàæå ïðè k = 1
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû íå ñóùåñòâóåò.
Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà M ⊂ RN ïîëîæèì k∗(M) =
min

{
|I | :

∑
i∈I |xi | >

1
2
‖x‖1 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ M \ {0}

}
.

Ìàêñèìàëüíîå k , ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Φ ñî
ñâîéñòâîì (?), ðàâíî k∗n,N − 1, ãäå

k∗n,N = max
Φ

k∗(N (Φ)) = max
L⊂RN ,dim L>N−n

k∗(L).
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Ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè

Êàíäåñ è Òàî (2005) ââåëè ñâîéñòâî k-îãðàíè÷åííîé
èçîìåòðèè ñ êîíñòàíòîé δk ∈ [0, 1) äëÿ ìàòðèöû Φ,
êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ k-ðàçðåæåííûõ
âåêòîðîâ x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(1− δk)‖x‖2
2 6 ‖Φx‖2

2 6 (1 + δk)‖x‖2
2.

Îíè ïîêàçàëè, ÷òî åñëè δk + δ2k + δ3k < 1, òî äëÿ ìàòðèöû
Φ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (?). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óòî÷íåí â
ðÿäå ðàáîò (äîñòàòî÷íî δ2k < 0.472). Êðîìå òîãî, Êàíäåñ,
Ðîìáåðã è Òàî (2006) äîêàçàëè, ÷òî ñëó÷àéíûå ìàòðèöû (ñ
íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé) óäîâëåòâîðÿþò
ñâîéñòâó k-îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè ñ âåðîÿòíîñòüþ,
áëèçêîé ê åäèíèöå, ïðè k � n/ log(2N/n). Èçâåñòíî, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîì δ ýòà îöåíêà òî÷íà.
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Îöåíêè äëÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö

Ïóñòü n,N , k ∈ N, ε, δ ∈ (0; 1) è Φ = (ϕij) � n × N ìàòðèöà

• ϕij íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (êàê ξ),
ñóáãàóññîâñêèå: P(|ξ| > t) 6 2 exp(−t2/K 2),
Eϕij = 0, Dϕij = 1 è n > C (ε, δ, ξ)k log(2N/k).
Ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− ε âûïîëíåíî δk( Φ√

n
) 6 δ.

• Φ ïîëó÷åíî âûáîðîì n ñòðîê ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç
N × N ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è
n > C (ε, δ)k log4(2N).
Ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− ε âûïîëíåíî δk( Φ√

N
) 6 δ.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîêàçàòåëü 4 ìîæåò áûòü ïîíèæåí äî
1.
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Ïðåîäîëåíèå 1/2- áàðüåðà

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî a > 0 áûëè äàâíî èçâåñòíû ÿâíûå
ïðèìåðû ìàòðèö ðàçìåðà n × N , N > na, ñî ñâîéñòâîì (?)
äëÿ íåêîòîðîãî k �a n

1/2. Îäíàêî, 10 ëåò íàçàä äàæå äëÿ
N = 2n íå áûëî ïðèìåðîâ òàêèõ ìàòðèö ñ k/n1/2 →∞.
Çàäà÷à ïðåîäîëåíèÿ 1/2- áàðüåðà çàêëþ÷àëàñü â ÿâíîì
ïîñòðîåíèè òàêèõ ìàòðèö ñ k > n1+ε.
Òåîðåìà. (Æ. Áóðãåí, Ñ. Äèëóîðô, Ê. Ôîðä, Ñ. Êîíÿãèí,
Ä. Êóöàðîâà, 2011) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n è ëþáûõ n 6 N 6 n1+ε, k 6 n1/2+ε,
δ = n−ε ìîæíî ÿâíî ïîñòðîèòü n × N ìàòðèöó Φ ñî
ñâîéñòâîì k-îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè ñ êîíñòàíòîé δ.
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Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìàòðèöà ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè
äëÿ ïðîñòîãî n = p ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
êà÷åñòâå ñòîëáöîâ áåðóòñÿ âåêòîðà ep(ax2 + bx),
x = 0, . . . , p − 1, ãäå ep(u) = exp(2πiu/p), a è b ïðîáåãàþò
ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå ìíîæåñòâà A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Èìåÿ êîìëåêñíîçíà÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n × N , ëåãêî
ïîñòðîèòü äåéñòâèòåëüíîçíà÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà
(2n)× (2N) ñî ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè ñ òåìè
æå ïàðàìåòðàìè.
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Öåëî÷èñëåííûå ñæàòûå èçìåðåíèÿ.

Ïðîáëåìàòèêó âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðîâ ïî ëèíåéíûì
èçìåðåíèÿì, çàäàâàåìûì öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè,
âåðîÿòíî, ïåðâûìè ðàññìîòðåëè Ë. Ôóêøàíñêè, Ä. Íèäåëë
è Á. Ñóäàêîâ (2019).
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y = Ax ,

ãäå A � öåëî÷èñëåííàÿ m × d ìàòðèöà (ìû áóäåì
íàçûâàòü å¼ ìàòðèöåé èçìåðåíèé). Ïîä |A| ïîíèìàåòñÿ
ìàêñèìàëüíûé èç ìîäóëåé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A = (aij),
âåêòîð x ïðåäïîëàãàåòñÿ s�ðàçðåæåííûì, òî åñòü åãî
íîñèòåëü èìååò ìîùíîñòü s, à M = max |xj |.
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Îñíîâíûå âîïðîñû: êîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü öåëî÷èñëåííóþ
m × d ìàòðèöó A òàêóþ, ÷òî ëþáîé s�ðàçðåæåííûé âåêòîð
x ∈ Zd ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåí ïî âåêòîðó
Ax ? Òàêóþ ìàòðèöó áóäåì íàçûâàòü õîðîøåé (èëè
s�õîðîøåé). Íàñêîëüêî ìàëåíüêèìè ìîæíî ñäåëàòü
ýëåìåíòû òàêîé ìàòðèöû ? Ïðåäñòàâèòü àëãîðèòì
âîññòàíîâëåíèÿ è îöåíèòü åãî ñëîæíîñòü.
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Îïèøåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû: Ôóêøàíñêè, Íèäåëë è
Ñóäàêîâ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ìàòðèöû èç A ∈ Zm×d , ó
êîòîðîé |A| 6 k , à âñå m ×m ïîäìàòðèöû èìåþò ïîëíûé
ðàíã, íåîáõîäèìûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ d = O(k2m).
Ïîäîáíûå ìàòðèöû îáåñïå÷èâàþò îäíîçíà÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðîâ ïðè s 6 m/2. Ñóùåñòâîâàíèå
òàêèõ ìàòðèö àâòîðàìè áûëî äîêàçàíî ïðè d = Ω(

√
km).

Äàííûå ðåçóëüòàòû áûëè ñóùåñòâåííî óëó÷øåíû â ðàáîòàõ
Ñ.Â. Êîíÿãèíà è Á. Ñóäàêîâà (2020). Òî÷íåå, òàì äîêàçàíî,
÷òî ïðè áîëüøèõ k äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîé âûøå
ìàòðèöû íåîáõîäèìî, ÷òîáû d 6 100k

√
log km ïðè

m > log k è d 6 400km/(m−1)m3/2 ïðè 2 6 m < log k .
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Èç èçâåñòíûõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ
ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî ïðè m > log k ýòà îöåíêà áëèçêà ê
îïòèìàëüíîé. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå Êîíÿãèíà è Ñóäàêîâà
ïðåäëîæåíà âåñüìà åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìàòðèöû A ñ
|A| 6 k , ó êîòîðîé âñå m ×m ïîäìàòðèöû èìåþò ïîëíûé
ðàíã â ïðåäïîëîæåíèÿõ m < d 6 max(k + 1, km/(m−1)/2).
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Êîíñòðóêöèÿ èç ðàáîòû Êîíÿãèíà è Ñóäàêîâà ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü óëó÷øåíèÿ â çàäà÷å Ï. Áðàññà, Ó. Ìîçåðà è Äæ.
Ïàõà (2005). Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî M s�ìåðíûõ
ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîêðûòèÿ
m�ìåðíîãî êóáà, à èìåííî K = {x ∈ Zm : ‖x‖∞ 6 k}? Ì.
Áàëêî, Äæ. Öèáóëêî è Ï. Âàëòð (2019) ïîëó÷èëè îöåíêè íà
M . Â ñëó÷àå s = m − 1 îíè ïîêàçàëè, ÷òî

km/(m−1)−o(1) 6 M 6 Cmk
m/(m−1).

Êîíñòðóêöèÿ Êîíÿãèíà è Ñóäàêîâà äà¼ò áëèçêóþ ê
îïòèìàëüíîé íèæíþþ îöåíêó.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü k ≥ m ≥ 2, òîãäà

M ≥ km/(m−1)/(2m − 2).

Â ñàìîì äåëå, óæå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ�ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A íåëüçÿ ïîêðûòü ìåíåå, ÷åì d/(m − 1)
ãèïåð�ïîäïðîñòðàíñòâîì ò.ê. ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ñîäåðæèò íå áîëåå m − 1 èç íàøèõ âåêòîðîâ.
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Êîíñòðóêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Φ̃ = Φ̃m×p ñ ýëåìåíòàìè
φ̃ij = j i−1, 1 6 j 6 p, 1 6 i 6 m, ãäå p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî
è m 6 p. Âñå åå m ×m ïîäìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè
Âàíäåðìîíäà. Èõ îïðåäåëèòåëè ëåãêî âû÷èñëèòü è
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíè íå äåëÿòñÿ íà p. Äàëåå çàìåíèì
âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû íà ñðàâíèìûå ñ íèìè ïî ìîäóëþ p,
îïðåäåëèâ ìàòðèöó Φ = Φm×p èç ýëåìåíòîâ φij ∈ Z,
φij ≡ j i−1 (mod p), |φij | < p/2, 1 6 j 6 p, 1 6 i 6 m. Ýòî
äàåò êîíñòðóêöèþ äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé m.
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Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé m îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ñëåäóåò
ïîäêîððåêòèðîâàòü. Ïóñòü Φ = Φm×p � ìàòðèöà èç
ýëåìåíòîâ φij ∈ Z, ãäå φij ≡ kj j

i−1 (mod p),
1 6 j 6 p, 1 6 i 6 m, kj � ôèêñèðîâàííûå öåëûå ÷èñëà,
1 6 kj < p (òåì ñàìûì, çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé
ïðåäñòàâèòåëü êëàññà âû÷åòîâ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
ìàòðèöû). Èìåííî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â
Êîíÿãèíûì è Ñóäàêîâûì. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû âûáèðàëèñü
òàê, ÷òîáû |φij | 6 p1−1/m.
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Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ.

Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü âåêòîð x ∈ Zp, ñ s íåíóëåâûìè
êîîðäèíàòàìè (s 6 m/2) ïî äàííîìó âåêòîðó
y = (y0, . . . , ym−1) = Φx ∈ Zm. Ìû íå çíàåì çíà÷åíèå s è
îöåíêó òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ïðîâîäèì â òåðìèíàõ
m, p,M = max |xj |. Èçâåñòíî, ÷òî çà O(tω) îïåðàöèé â
êîíå÷íîì ïîëå F ìîæíî ðåøèòü çàäàííóþ ñèñòåìó t × t
ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ãäå íàèëó÷øåå
èçâåñòíîå íà ñåãîäíÿ ω < 2.4.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ïî âåêòîðó y âåêòîð x çà
O(mω logp M + m2+o(1)p1/2+o(1)) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
â ïîëå Fp è çà O(m2 logp M) îïåðàöèé â êîëüöå Z. Ïðè
ýòîì â Z âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ÷èñëàìè íå
áîëüøèìè ïî ìîäóëþ, ÷åì max{Mp,maxj |yj |+ mp1−1/m}.
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Öåëü: ïîñòðîèòü õîðîøèå ìàòðèöû èçìåðåíèé ñ êàê ìîæíî
ìåíüøèìè ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòàìè. Íàïðèìåð, áóëåâû
ìàòðèöû. Îêàçûâàåòñÿ, èìååòñÿ ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ,
êîòîðàÿ ïî çàäàííîé m × d öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöå A è
÷èñëó z ∈ N, 2 6 z < |A| ñòðîèò (mr)× d ìàòðèöó Ã ñ
|Ã| < z , ãäå r = [logz |A|] + 1.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü äàíà öåëî÷èñëåííàÿ m × d ìàòðèöà
A è àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ, êîòîðûé íàõîäèò ëþáîé
öåëî÷èñëåííûé âåêòîð x ∈ Zd ñ íîñèòåëåì ðàçìåðà íå
áîëåå s ïî èçâåñòíîìó Ax . Òîãäà èìååòñÿ è àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé âîññòàíàâëèâàòü âåêòîð x ïî ỹ = Ãx è ïðè
ýòîì òðóäîåìêîñòü âîçðàñòàåò íà O(mr) àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé â Z ñ ÷èñëàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè ‖ỹ‖∞|A|.
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Ñëåäñòâèå. Ïðè áîëüøèõ N è ëþáîì s 6 c1N/ logN
ñóùåñòâóåò áóëåâà (c2s logN)× N ìàòðèöà ñ îäíîçíà÷íûì
âîññòàíîâëåíèåì ëþáûõ âåêòîðîâ èç ZN ñ íîñèòåëåì
ìîùíîñòè íå áîëåå s.
Êðîìå òîãî, ïðèìåíèâ îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè ìàòðèöû Φ
íà ñëó÷àé ïîëÿ Fpr , óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ÷èñåë
r , s ∈ N, s < pr/2 ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà Φ
ðàçìåðà (r(2s − 1) + 1)× pr ñ ýëåìåíòàìè èç
{0,±1, . . . ,±p−1

2
} ïðè p > 2 è {0, 1} ïðè p = 2, äëÿ

êîòîðîé ïî âåêòîðó y = Φx îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
âåêòîð x ñ íîñèòåëåì ìîùíîñòè íå áîëåå s.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé r(2s − 1) + 1 < pr

(êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé ìåíüøå ðàçìåðíîñòè). Òåì ñàìûì,
s < pr−1

2r
+ 1

2
.
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Åù¼ îäèí êëàññ ïðèìåðîâ õîðîøèõ ìàòðèö èçìåðåíèÿ äà¼ò
âåðîÿòíîñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü Λk(m × d) ñëó÷àéíàÿ
m × d�ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé � íåçàâèñèìûå
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ïðèíèìàþùèå ðàâíîâåðîÿòíî çíà÷åíèÿ èç {−k , . . . , k}.
Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [2], ãäå ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è d = 1, 2938m ñóùåñòâóåò
ðåàëèçàöèÿ A ñëó÷àéíîé ìàòðèöû Λ1, äëÿ êîòîðîé |A| = 1
è îíà áóäåò õîðîøåé ïðè s 6 m/2. Ïðè áîëüøèõ k àâòîðû
äîêàçûâàþò (ñ ïîìîùüþ Λk) ñóùåñòâîâàíèå õîðîøèõ
ìàòðèö ïðè s 6 m/2, d = Ω(

√
km). Îêàçûâàåòñÿ

ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì k (è áîëüøèõ s) äëÿ
m > cs logk(ed/s) íåêîòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû Λk(m × d) áóäåò s�õîðîøåé.
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Ïðèìåíÿåòñÿ îöåíêà äëÿ p(k , s) � âåðîÿòíîñòè
âûðîæäåíèÿ s × s�ìàòðèöû Λk(s × s) èç ðàáîòû Bourgain,
Vu, Wood (2010): p(k , s) 6 (1/

√
2k − o(1))s .

Äëÿ ±1�ìàòðèö íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â íåäàâíåì
ïðåïðèíòå Ê. Tikhomirov (2018). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê

(1/2 + os(1))s
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Çàìå÷àíèÿ.

1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êîíñòðóêöèè ñ ïîëåì Fpr òîæå
èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ. Â
äîêàçàòåëüñòâå ïðèìåíÿåòñÿ áûñòðûé äåòåðìèíèðîâàííûé
àëãîðèòì Bourgain, Konyagin, Shparlinski (2015)
íàõîæäåíèÿ âñåõ êîðíåé äàííîãî ïîëèíîìà â ïîëå Fp, íî
àâòîðó íåèçâåñòåí àíàëîã òàêîãî àëãîðèòìà â ïîëå Fpr .
2. Ïðè s áëèçêèõ ê d è ìàëîì k ñëó÷àéíàÿ êîíñòðóêöèÿ
äà¼ò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû (òðåáóåòñÿ ìåíüøåå ÷èñëî
èçìåðåíèé). Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìàòðèö íå ïðèâåäåíû áûñòðûå àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ.
3. Ðåçóëüòàòû, äàâàåìûå ïðåäëîæåííûìè êîíñòðóêöèÿìè,
áëèçêè ê ïîëó÷åííûì â òåîðèè ñæàòûõ èçìåðåíèé. À
èìåííî, èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé s�ðàçðåæåííûé âåêòîð èç Rd

ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí (ïîñðåäñòâîì l1�ìèíèìèçàöèè)
ïî s log d ñëó÷àéíûì ëèíåéíûì èçìåðåíèÿì.
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Ñòðàòåãèÿ àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ.
Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü � íàéòè íîñèòåëü I . Åñëè îí
èçâåñòåí, êîýôôèöèåíòû âåêòîðà x íàõîäÿòñÿ ëåãêî.
Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé∑

j∈I

kj j
lxj = yl , l = 0, . . . ,m − 1. (1)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y çàäà¼òñÿ ëèíåéíîé ðåêóðñèåé
ïîðÿäêà s = |I | â Fp.
Ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü êóñêè íîñèòåëÿ I è
âñå ëó÷øèå p�àäè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò
âåêòîðà x .
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Ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû:
âàðèàíò àëãîðèòìà Berlekamp-Massey (1969) íàõîæäåíèÿ
ìèíèìàëüíîé ðåêóðñèè äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
àëãîðèòìû áûñòðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â êîíå÷íûõ ïîëÿõ è ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Bourgain,
Konyagin, Shparlinski (2015): ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé,
çà êîòîðîå ìîæíî íàéòè âñå êîðíè äàííîãî ïîëèíîìà
ñòåïåíè t, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè âñå ïðîñòûå è èç Fp

îöåíèâàåòñÿ êàê tp1/2+o(1). Êðîìå òîãî, ìû ïîëüçóåìñÿ
èçâåñòíîé îöåíêîé O(tω) äëÿ ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ
t × t�ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â Fp, ω < 2.4.
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ÑÏÀÑÈÁÎ çà âíèìàíèå!
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