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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ



Ïóñòü JX � ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî îñè OX , ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè OY Z, mg � åãî âåñ, à ` � äëèíà îòðåçêà OG.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà èìååò âèä

JX ϕ̈ = −mg` sinϕ−m`(Z̈0 sinϕ + Ÿ0 cosϕ) (1)

Òî÷êîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî âçÿòü òàêîé:

L =
1

2
JX ϕ̇2 + mg` cosϕ + m`(Ż0 sinϕ + Ẏ0 cosϕ) ϕ̇ (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëîíåíèå òî÷êèO ïîäâåñà ìàÿòíèêà îò òî÷êèO∗
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ `, à êîìïîíåíòû Y0, Z0 âåêòîðà O∗O èìåþò ïî t
ïåðèîä 2π/Ω, êîòîðûé ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ïåðèîäà 2π

√
`r/g

ìàëûõ (ëèíåéíûõ) êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ïðè íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîäâå-
ñà (`r�ïðèâåäåííàÿ äëèíà ìàÿòíèêà; JX = m``r). Ââåäåì ïàðàìåòð
ε (0 < ε << 1) è ïðåäñòàâèì ôóíêöèè Y0, Z0 â âèäå

Y0 = ε`η(τ ), Z0 = ε`ζ(τ ); τ = Ωt, Ω =
1

ε

√
g

`r
(3)

ãäå η è ζ�2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè τ .



Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (2) ïðèíèìàåò âèä

L =
1

2
JX ϕ̇2 + mg` cosϕ + m`2

√
g

`r
(ζ
′
sinϕ + η

′
cosϕ) ϕ̇ (4)

Øòðèõîì îáîçíà÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî τ
Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà, îäíà èç òî÷åê êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî-

÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû (âèáðàöèè), èññëåäóåòñÿ óæå
áîëåå ñòà ëåò. Îñîáåííî ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîÿâèëîñü ïîñëå ïóáëè-
êàöèé ñòàòåé Ï.Ë. Êàïèöû [1,2] â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Â ýòèõ
ñòàòüÿõ, â ÷àñòíîñòè,áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î âëèÿíèè âåðòèêàëü-
íûõ âèáðàöèé íà òî÷íîñòü õîäà ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ. Îñíîâíóþ áèá-
ëèîãðàôèþ ïî äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà ñ çàäàííûì äâèæåíèåì îäíîé
èç åãî òî÷åê ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [3-5] è íåäàâíèõ ñòàòüÿõ
[6,7].
Èçëàãàåìîå â äîêëàäå èññëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà êëàññè÷åñêóþ òåî-

ðèþ âîçìóùåíèé, ìåòîäû Ëÿïóíîâà è Ïóàíêàðå è ÊÀÌ-òåîðèþ [8-11].



Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà è åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ïîëîæèì

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= JXϕ̇ + m`2

√
g

`r
(ζ
′
sinϕ + η

′
cosϕ)

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà F ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè
L ïî ïåðåìåííîé ϕ̇. Ïîëó÷àåì

F =
p2
ϕ

2m``r
−mg` cosϕ−

− `
`r

√
g

`r
(ζ
′
sinϕ + η

′
cosϕ) pϕ +

m`3g

2`2r
(ζ
′
sinϕ + η

′
cosϕ)2 (5)

Áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòà è èìïóëüñ:

ϕ = χ, pϕ = m`
√
g`r pχ

Çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ïðèìåì âåëè÷èíó τ èç (3). Âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèèÃàìèëüòîíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ (ýòî - òî÷íîå âûðàæåíèå):

Γ = ε
[ 1

2
p2
χ−cosχ− `

`r
(ζ
′
sinχ+η

′
cosχ) pχ+

`2

2`2r
(ζ
′
sinχ+η

′
cosχ)2] (6)



Óïðîñòèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà (6) ïðè ïîìîùè áëèçêîé ê òîæäå-
ñòâåííîé , êàíîíè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ χ, pχ → q, p, çàäàâàåìîé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé âèäà

S = χp + ε S1(χ, p, τ ) (7)

Ñòàðûå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå ïî ôîðìóëàì

χ = q − ε ∂S1(q, p, τ )

∂p
+ O(ε2), pχ = p + ε

∂S1(q, p, τ )

∂q
+ O(ε2) (8)

Íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

H = Γ(χ, pχ, τ ) + ε
∂S1(χ, p, τ )

∂τ
(9)

â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî âåëè÷èíû χ, pχ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå ïå-
ðåìåííûå q, p ïî ôîðìóëàì (8).
Ïîëîæèì

S1(q, p, τ ) =
`

`r
(ζ sin q + η cos q) p−

− `2

2`2r

∫ [
(ζ
′
sin q + η

′
cos q)2− < (ζ

′
sin q + η

′
cos q)2 >

]
dτ



Óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ:

< (ζ
′
sin q + η

′
cos q)2 >=

1

2π

∫ 2π

0
(ζ
′
sin q + η

′
cos q)2dτ

Ïðè òàêîì âûáîðå S1 çàìåíà ïåðåìåííûõ χ, pχ → q, p, çàäàâàåìàÿ ðà-
âåíñòâàìè (8), áóäåò 2π - ïåðèîäè÷åñêîé ïî τ , à íîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëü-
òîíà H â ÷ëåíàõ ïîðÿäêà ε íå çàâèñèò îò τ è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

H = ε
( 1

2
p2 − cos q − 1

2
α cos 2q +

1

2
β sin 2q

)
+ O(ε2) (10)

Çäåñü α è β � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

α =
< Ż0

2
> − < Ẏ0

2
>

2g`r
, β =

< Ż0 Ẏ0 >

g`r
(11)

Åñëè â (10) ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè âûøå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî
ε, òî ïðèäåì ê ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå
ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Åå ðåøåíèÿ q(τ ), p(τ ) îïèñûâàþò ïëàâíûå
äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Íà ýòè ïëàâíûå äâèæåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ âû-
ñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû, îïðåäåëÿåìûå çàìåíîé
ïåðåìåííûõ (8).



Ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ íàèáîëüøèé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò äâèæåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â îêðåñòíîñòè âåðòèêà-
ëè (íå îáÿçàòåëüíî ìàëîé). Ñëåäîâàòåëüíî,íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ïðèáëèæåííàÿ ñèñòåìà äîïóñêàëà ÷àñòíîå ðåøåíèå q = 0. Ýòî ïðèâîäèò
ê íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà β = 0, ò.å. (ñì.(11)) âèáðàöèè
òî÷êè ïîäâåñà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

< Ż0 Ẏ0 >= 0 (12)

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî è ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà
(10) áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

H = ε
( 1

2
p2 + Π

)
+ O(ε2) (13)

ãäå

Π = − cos q − 1

2
α cos 2q (14)



Î ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå

Îòáðîñèâ â ôóíêöèè (13) âåëè÷èíû O(ε2), ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãàìèëü-
òîíà ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû

H = ε
( 1

2
p2 + Π

)
(15)

Äâèæåíèÿ, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
(15), ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå (ñì. [5 � 9,12 � 14] è äð.). Ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûì èç óðàâíåíèé (16). Âîïðîñ îá èõ óñòîé-
÷èâîñòè ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåì Ëàãðàíæà è Ëÿïóíîâà [11].
Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α è îòâå÷àþùèå èì ðàâíîâåñ-

íûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû q îïðåäåëÿþòñÿ [12,15]ñèñòåìîé óðàâíåíèé

∂Π

∂q
= sin q + α sin 2q = 0 ,

∂2Π

∂q2
= cos q + 2α cos 2q = 0 (16)

Ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè áèôóðêàöèè

α = − 1

2
, q = 0 è α =

1

2
, q = π (17)

Â òî÷êàõ áèôóðêàöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìååò äâîéíîé íóëåâîé êîðåíü.



Íà ôðàãìåíòàõ a , b , c , d è e ðèñóíêà ïàðàìåòð α ïðèíÿò ðàâíûì
−1,−1/2, 0, 1/2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.



Ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî α > −1/2, ðàññìîò-
ðèì íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ q = 0 (ñì. ôðàãìåíòû c , d è e ïðåäûäóùåãî ðèñóíêà). ×åðåç
qm îáîçíà÷èì àìïëèòóäó êîëåáàíèé.
Â îáëàñòè D âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, qm ïðè −1/2 < α <

1/2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 < qm < π, à ïðè α ≥ 1/2 � íåðàâåíñòâî
0 < qm < arccos(−1/(2α)).



Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

µ = sin
qm
2
, k = µ

√
1− 2αµ2

1 + 2α− 4αµ2
, n = − 2αµ2

1 + 2α− 4αµ2

Äëÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

I =
2
√

1 + 2α− 4αµ2

πα

[
2αE(k)−(1+2α−2αµ2)K(k)+

1− k2

1− µ2
Π(n, k)

]
Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿò çàâèñèìîñòü µ îò I . Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�
óãîë I, w ãàìèëüòîíèàí ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû çàâèñèò òîëüêî îò I :

H1 = ε 2
[
(1 + 2α)µ2(I)− 2αµ4(I)

]
×àñòîòà èçó÷àåìûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ω = ω(I) =
∂H

∂I
=
∂H

∂µ

∂µ

∂I
= ε

π
√

1 + 2α− 4αµ2

2K(k)
(18)



Ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ q, p ê ïåðåìåííûì w, I îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè
ïîìîùè êàíîíè÷åñêîãî, óíèâàëåíòíîãî, 2π - ïåðèîäè÷åñêîãî ïîw ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé [16�18]):

q = 2 arcsin

[
k sn

(
2K(k)

π
w, k

)√√√√√ 1 + 2α− 2αµ2

1− 2αµ2 + 2αk2sn2

(
2K(k)
π w, k

) ]

(19)

p = 2µ (1− 2αµ2)

√
1 + 2α− 2αµ2

1− 2αµ2 + 2αk2sn2

(
2K(k)
π w, k

) cn

(
2K(k)

π
w, k

)
(20)

Ïðè α = 0 ôóíêöèè (19), (20) çàäàþò èçâåñòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ
äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà [19].



Î íåâûðîæäåííîñòè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðèáëèæåííîé ñè-

ñòåìû.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî I ôóíê-
öèè Ãàìèëüòîíà ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

∂2H

∂I2
= ε

π2F

16µ2(1− µ2)(1− 2αµ2)(1 + 2α− 2αµ2)K3(k)
(21)

ãäå

F = (1−µ2)(1−4αµ2)(1+2α−2αµ2)K(k)−[1+2α−4αµ2(1+2α−2αµ2)]E(k)

Àíàëèç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëàñòè D ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ, íà êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ∂2H/∂I2 îáðàùàåòñÿ â íóëü (êðèâàÿ
âûðîæäåíèÿ).
Êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ íà÷èíàåòñÿ íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè D â òî÷êå
α = −1/2, qm = 2.034 è îêàí÷èâàåòñÿ íà îñè àáñöèññ â òî÷êå α =
−1/8, qm = 0. Âáëèçè ýòîé òî÷êè êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

α = −1

8
− 1

32
q2
m −

17

3072
q4
m + O(q6

m)



Íà ðèñóíêå êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ èçîáðàæåíà øòðèõîâîé ëèíèåé. Ïðàâåå
è âûøå ýòîé êðèâîé ïðîèçâîäíàÿ ∂2H/∂I2 îòðèöàòåëüíà, à ëåâåå è
íèæå � ïîëîæèòåëüíà.



Îá óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ ïîëíîé ñèñòåìû

Åñëè ïàðàìåòðû α è qm íå ïðèíàäëåæàò êðèâîé âûðîæäåíèÿ , òî [8] èç
áîëüøèíñòâà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ε ðîæäàþòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ. Ýòî áîëü-
øèíñòâî ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû íå ðàçðóøàåò-
ñÿ â ïîëíîé ñèñòåìå, à ëèøü ìàëî (íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ε) äåôîðìèðó-
åòñÿ. Ñîãëàñíî [22], ìåðà Ëåáåãà ðàçðóøàþùèõñÿ ïðè ìàëûõ ε ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà, îíà èìååò ïîðÿäîê exp(−c ε−1) (c>0
� const).

Î òî÷íîñòè õîäà ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ

Ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà îïðåäåëÿ-
åòñÿ àìïëèòóäîé êîëåáàíèé qm:

T0 = 4

√
`r
g

K
(
sin

qm
2

)
(22)



Â ïîëíîé ñèñòåìå ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà (13) âåëè÷èíà ïåðåìåííîé
äåéñòâèå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t îñòàåòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè ñâî-
åãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íûé âûâîä âåðåí è äëÿ íàèáîëüøåãî
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò åãî ïîëîæåíèÿ q = 0. Ïîýòîìó ïðè îöåí-
êå âëèÿíèÿ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà íà òî÷íîñòü õîäà ìàÿòíèêîâûõ
÷àñîâ ïåðèîä êîëåáàíèé ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

T = 4

√
`r

g(1 + 2α cos qm)
K

(
sin

qm
2

√
1− α + α cos qm

1 + 2α cos qm

)
(23)

ïîëó÷àåìîé ïðè àíàëèçå ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ãàìèëü-
òîíà (15). ×àñû ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé ñïåøàò, åñëè T < T0 è îòñòàþò,
åñëè T > T0.
Òî÷íîñòü õîäà ÷àñîâ ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé çàâèñèò îò àìïëèòóäû

êîëåáàíèé qm è ïàðàìåòðà α, õàðàêòåðèçóþùåãî (ñì.(11)) ñîîòíîøå-
íèå èíòåíñèâíîñòåé âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ïî ãîðèçîíòàëüíîìó è
âåðòèêàëüíîìó íàïðàâëåíèÿì. Ïðè α > 0 âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè áî-
ëåå èíòåíñèâíû, ÷åì ãîðèçîíòàëüíûå, à ïðè α < 0 áîëåå èíòåíñèâíû
ãîðèçîíòàëüíûå âèáðàöèè.



Ðàâåíñòâî T = T0 ðåàëèçóåòñÿ â îáëàñòè D íà äâóõ êðèâûõ γ1 è γ2.
Êðèâàÿ γ1 � ýòî èíòåðâàë 0 < qm < π îñè α = 0. Êðèâàÿ γ2 íà÷èíàåòñÿ
íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè D â òî÷êå α = −1/2, qm = 1.908, à ïðè
α→∞ îíà èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó è çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

qm =
π

2
+

K(
√

2/2)√
2α

+ O

(
lnα

α

)



Êðèâûå γ1 è γ2 ðàçáèâàþò îáëàñòü D íà ÷åòûðå îáëàñòè D1, D2, D3
è D4 . Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâûå γ1 è γ2 ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå
èçìåíåíèå îòêëèêà ÷àñîâ íà âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà: äëÿ çíà÷åíèé α
è qm, ëåæàùèõ â îáëàñòÿõ D1 è D3 ÷àñû ñïåøàò, à â îáëàñòÿõ D2 è D4
- îòñòàþò.



Äâà ïðèìåðà

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Y0 ≡ 0, ò. å. âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà ïðîèñõîäÿò âäîëü

âåðòèêàëè. Òîãäà âåëè÷èíà α =< Ż0
2
> /(2g`r) ïîëîæèòåëüíà è, â

ñîîòâåòñòâèè ñ [1,2], ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé (íà-
ïðèìåð òàêèõ, ÷òî ìàÿòíèê íå ïîäíèìàåòñÿ âûøå ãîðèçîíòàëè) ÷àñû ñ
âèáðèðóþùèì ïîäâåñîì áóäóò ñïåøèòü.
Ïðèìåð 2. Òî÷êà ïîäâåñà ìàÿòíèêà äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó:

Y0 = a cos Ωt, Z0 = b sin Ωt

Â ýòîì ñëó÷àå

α =
(b2 − a2)Ω2

4g`r
È ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà:
1). a = b (îêðóæíîñòü), âèáðàöèè íå âëèÿþò íà òî÷íîñòü õîäà ÷àñîâ;
2). a < b (ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü âåðòèêàëè), ÷àñû ñïåøàò;
3). a > b (ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü ãîðèçîíòàëè), ÷àñû îòñòàþò.
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