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Ïàðàäîêñ Áàíàõà-Òàðñêîãî

B

B0 B1

Øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî

êóñêîâ

B =

k+m⊔
i=1

Ei

è ïåðåìåñòèòü èõ â ïðîñòðàíñòâå èçîìåòðèÿìè
g1, . . . , gk+m ∈ Isom(R3), òàê ÷òî ïîëó÷àòñÿ äâà

íîâûõ øàðà (áåç äûð è ïóñòîò) åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

B0 =

k⊔
i=1

giEi, B1 =

k+m⊔

j=k+1

gjEj,

(B0 è B1 èçîìåòðè÷íû B.
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Àìåíàáåëüíûå ãðóïïû

Äæîí ôîí Íåéìàí (1929)

Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ
àìåíàáåëüíîé, åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò LIM

(ëåâîèíâàðèàíòíîå ñðåäíåå), ò.å. ñóùåñòâóåò ìåðà
µ îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ G,
òàêàÿ ÷òî:

• µ(G) = 1, 0 ≤ µ(E) ≤ 1, ∀E ⊂ G

• µ êîíå÷íî àääèòèâíà

• µ ëåâî èíâàðèàíòíà ò.å. :

µ(E) = µ(gE), ∀g ∈ G, ∀E ⊂ G

Ïðè ýòîì LIM åñòü ôóíêöèîíàë m íà l∞(G),
îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì

m(f ) =

∫

G

f dµ
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AG � êëàññ àìåíàáåëüíûõ ãðóïï
Òåîðåìà. Êëàññ AG çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé:
1. ïåðåõîäà ê ïîäãðóïïå
2. ïåðåõîäà ê ôàêòîð ãðóïïå
3. ðàñøèðåíèÿ (åñëè N C G è G/N àìåíàáåëüíû,

òî G àìåíàáåëüíà),
4. ïðÿìîãî ïðåäåëà:

Gα ∈ AG,Gα ⊂ Gβ if α < β ⇒ ∪αGα ∈ AG.
Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà G àìåíàáåëüíà â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå åñëè êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
ïîäãðóïïà àìåíàáåëüíà.
Ïðèìåð. • Êîíå÷íûå ãðóïïû àìåíàáåëüíû

(î÷åâèäíî):

m(f ) =
1

|G|
∑

g∈G

f (g)

• Êîììóòàòèâíûå ãðóïïû àìåíàáåëüíû
(íåî÷åâèäíî, äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò
òåîðåìó Õàíà-Áàíàõà, à ñëåäîâàòåëüíî è
àêñèîìó âûáîðà). Íàïðèìåð, Zd, d ≥ 1,Q,R
àìåíàáåëüíû.
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Àìåíàáåëüíûå îáúåêòû

• àìåíàáåëüíûå ïîëóãðóïïû

• àìåíàáåëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû
(Í.Í.Áîãîëþáîâ, 1939)

• àìåíàáåëüíûå äåéñòâèÿ

• àìåíàáåëüíûå áàíàõîâû àëãåáðû

• àìåíàáåëüíûå àáñòðàêòíûå àëãåáðû

• àìåíàáåëüíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
(⇔ ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàåìûå ðèìàíîâû
ïîâåðõíîñòè, Àëüôîðñ )

• àìåíàáåëüíûå ãðàôû

• . . .
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Ïðîáëåìàòèêà àìåíàáåëüíûõ ãðóïï è
àìåíàáåëüíûõ äåéñòâèé ïîëó÷èëà çíà÷èòåëüíîå
ðàçâèòèå â íàøåé ñòðàíå áëàãîäàðÿ ðàáîòàì
Í.Í.Áîãîëþáîâà, À.Ì.Âåðøèêà, À.Ì.Ñòåïèíà,
Â.ß.Ãîëîäöà, ß.Ã.Õåëåìñêîãî, Ã.À.Ìàðãóëèñà,
Ì.À.Ãðîìîâà, Â.À.Êàéìàíîâè÷à, . . . .

Ñðåäè çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ ïîìèìî ôîí
Íåéìàíà è Àëüôîðñà ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî îòìåòèòü
âêëàä Ôåëíåðà, Äýÿ, Ðèêêåðòà, Õóëàíèöêîãî,
Íàìèîêè, Êåñòåíà, Ãðèíëèôà, Ôåëüäìàíà, Êîííà,
Îðíñòåéíà, Âýéñà, Öèììåðà, Ïèçüå, äý ëÿ Àðïà,
Øàëîìà, Ìîíî . . . .

Àìåíàáåëüíîñòè ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè èëè
ãëàâû èçâåñòíûõ êíèã ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó,
îïåðàòîðíûì àëãåáðàì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì,
òàêèì, íàïðèìåð, êàê êíèãè Õüþèòà è Ðîññà,
Ýäâàðäñà, Ãðèíëèôà, Ïàòåðñîíà, Ïüåðà, Âýãîíà,
Êýõðèñà è Ìèëëåðà, Ðóíäå . . . .

Àìåíàáåëüíîñòü òåñíûì îáðàçîì ñâÿçàíà
ñ òàêèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîíÿòèÿìè êàê
ãèïåðôèíèòíûé ôàêòîð è ãèïåðôèíèòíîå
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îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå. EG = { Íàèìåíüøèé êëàññ
ãðóïï çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé 1,2,3,4 è
ñîäåðæàùèé êîíå÷íûå è êîììóòàòèâíûå ãðóïïû }
íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýëåìåíòàðíûõ àìåíàáåëüíûõ
ãðóïï.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîðîæäåíèÿ êëàññà EG íà ñàìîì
äåëå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îïåðàöèè 3 è
4.

EG � êëàññ àìåíàáåëüíûõ ãðóïï, èçâåñòíûé, ïî
ñóòè äåëà, åùå ôîí Íåéìàíó (ÿâíî îí áûë îïðåäåëåí
Ì.Äýåì â 1957 ã.).

Ïðèìåðû.
• (Ïî÷òè) íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ïðèíàäëåæàò
êëàññó EG

• (Ïî÷òè) ðàðåøèìûå ãðóïïû ïðèíàäëåæàò
êëàññó EG

• Íåñ÷åòíîå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)
ìíîæåñòâî 2-ïîðîæäåííûõ ãðóïï, ïîñòðîåííîå
Á.Íîéìàíîì â 1937 ãîäó ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì EG.
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Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ 2 îáðàçóþùèìè F2 íå
àìåíàáåëüíà

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G, ñîäåðæàùàÿ â êà÷åñòâå
ïîäãðóïïû F2 òàêæå íå àìåíàáåëüíà.

Àëüòåðíàòèâà Òèòñà: Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
ëèíåéíàÿ ãðóïïà ëèáî ïî÷òè ðàçðåøèìà (è òîãäà îíà
àìåíàáåëüíà) ëèáî ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó
F2.

NF - êëàññ ãðóïï, íå ñîäåðæàùèõ ñâîáîäíîé
ïîäãðóïïû F2 ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.

Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ:

EG ⊆ AG ⊆ NF

Äâå ïðîáëåìû, ïîñòàâëåííûå Ì.Äýåì â 1957 ãîäó:

• Âåðíî ëè ÷òî EG = AG ?

• Âåðíî ëè ÷òî AG = NF ?

Èíîãäà âòîðàÿ ïðîáëåìà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
ãèïîòåçû, àññîöèèðóþùåéñÿ ñ èìåíåì ôîí Íåéìàíà:

Ãèïîòåçà. Ãðóïïà G íåàìåíàáåëüíà â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå åñëè îíà ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó
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ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.
(äðóãèìè ñëîâàìè, G íåàìåíàáåëüíà⇔ G /∈ NF )

Ïðîáëåìà.
• Êàêîâà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êëàññà AG?

• Êàêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò
êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àìåíàáåëüíûå ãðóïïû?
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Ðîñò ãðóïï

G = 〈A〉 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà ñ
ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A

|g| � äëèíà ýëåìåíòà g ∈ G ïî îòíîøåíèþ ê A

γG(n) = |{g ∈ G : |g| ≤ n}| � ôóíêöèÿ ðîñòà
ãðóïïû G.

Òèïû ðîñòà:
• ñòåïåííîé (èëè ïîëèíîìèàëüíûé)
• ïðîìåæóòî÷íûé (ìåæäó ïîëèíîìèàëüíûì è
ýêñïîíåíöèàëüíûì)
Ïðîáëåìà (Äæîí Ìèëíîð 1968). Ñóùåñòâóþò
ëè îíè?
Îòâåò. ÄÀ. (ÃÐÈ 1983)

(ÃÐÈ = ÃÐÈãîð÷óê Ðîñòèñëàâ Èâàíîâè÷)
• ýêñïîíåíöèàëüíûé

Ïðèìåð.
• Zd, Ïî÷òè íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû èìåþò
ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò (Ìèëíîð)

• Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2 èëè ëþáàÿ ãðóïïà,
ñîäåðæàùàÿ F2 â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò
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• Ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíóþ ïîäïîëóãðóïïó
FS2 ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò), â ÷àñòíîñòè
êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïî÷òè íèëüïîòåíòíîé èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò (Ìèëíîð, Âîëüô).

Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ñîñòîèò èç
ïîëèíîìèàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà.

Òåîðåìà (Àäåëüñîí-Âåëñüêèé, Øðåéäåð 1957).
Ãðóïïà ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà àìåíàáåëüíà.
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Îïðåäåëåíèå. SG = {íàèìåíüøèé êëàññ
ãðóïï çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé 1,2,3,4
è ñîäåðæàùèé ãðóïïû ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðîñòà } íàçûâàåòñÿ êëàññîì ñóáýêñïîíåíöèàëüíî
àìåíàáåëüíûõ ãðóïï.
Òåîðåìà (Ì.Ôðèäìàí, Ï.Òåéøíåð 1995).
Ñóáýêñïîíåíöèàëüíî àìåíàáåëüíûå ãðóïïû
ÿâëÿþòñÿ �õîðîøèìè� ãðóïïàìè (äðóãèìè ñëîâàìè
äëÿ íèõ èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìàÿ ëåììà î
π1-íóëåâîì äèñêå).

Èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

EG ⊆ SG ⊆ AG ⊆ NF

Ïðîáëåìà (ÃÐÈ, 1996). Âåðíî ëè ÷òî SG = AG?
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Îòâåòû.
• EG 6= AG

� ÃÐÈ (1983) ðåøåíèå îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè
ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà (ò.å.
ðåøåíèè ïðîáëåìû Ìèëíîðà î ãðóïïàõ
ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà).

• AG 6= NF

� À.Þ.Îëüøàíñêèé (1980) �Ìîíñòðû
Òàðñêîãî� íå ÿâëÿþòñÿ àìåíàáåëüíûìè (
ñîäåðæàò òîëüêî öèêëè÷åêñèå ïîäãðóïïû
â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï, è
òàêèì îáðàçîì íå ñîäåðæàò F2 â êà÷åñòâå
ïîäãðóïïû).

� Ñ.È.Àäÿí (1982) � ñâîáîäíûå ãðóïïû
Áåðíñàéäà

B(m,n) = 〈x1, x2, . . . , xm

∣∣ xn = 1〉,
m ≥ 2, n ≥ 665 è íå÷åòíî, íåàìåíàáåëüíû.
Îáà äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò êðèòåðèé
àìåíàáåëüíîñòè äîêëàä÷èêà (îáñóæäàåìûé
íèæå) â òåðìèíàõ êîðîñòà.

� êîíòðïðèìåð ê áîëåå ñèëüíîé âåðñèè
ãèïîòåçû ôîí Íåéìàíà áûë ïîñòðîåí
äîêëàä÷èêîì â 1978 ãîäó.
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• SG 6= AG

� Ë.Áàðòîëüäè, Á.Âèðàã (2005), ðåøåíèå
îïèðàåòñÿ íà ïðåäâàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò
À.Æóêà è äîêëàä÷èêà, îïðåäåëèâøèõ
ãðóïïó, íàçûâàåìóþ òåïåðü Áàçèëèêîé,

B = IMG(z2 − 1) = G(A852)

è ïîêàçàâøèõ ÷òî B /∈ SG, íî B ∈ NG.
Àâòîìàò òèïà Ìèëè A852 èìååò íîìåð
852 â Àòëàñå ñàìîïîäîáíûõ ãðóïï,
íà÷àëî ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî èíèöèèðîâàíî
êîëëåêòèâîì: Å.Áîíäàðåíêî, ÃÐÈ,
Ð.Êðàâ÷åíêî,Å.Ìóíòÿí, Ä.Ñàâ÷óê,Ç.×óíè÷
(Z.Sunic) (ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå
115 ãðóïï, ïîðîæäåííûõ àâòîìàòàìè ñ 3
ñîñòîÿíèÿìè íàä àëôàâèòîì è äâóõ áóêâ;
âñåãî èìååòñÿ 5832 òàêèõ àâòîìàòîâ).

Ïðèìåðíàÿ êàðòèíà âîäîðàçäåëà ìåæäó
àìåíàáåëüíûì è íåàìåíàáåëüíûì
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Конечные

Абелевы

Нильпотентные

Разрешимые

несчетное множество
2-порожденных групп (Б. Нейман)
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группы Ферстенберга-Тихонова

Бесконечные Бенсайдовы
группы Адян( )

16



Íåêîòîðûå êðèòåðèè àìåíàáåëüíîñòè

• Ã.Êåñòåí (1959). Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà
G àìåíàáåëüíà ⇔ r = 1.
r � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ íà G ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
p = 1

2|A|, A � ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî.
Ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìîæíî çàìåíèòü
íà áëóæäàíèå, çàäàííîå ñèììåòðè÷íûì
ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, íîñèòåëü êîòîðîãî
ïîðîæäàåò ãðóïïó.

• Í.Í.Áîãîëþáîâ (1939). Ãðóïïà G àìåíàáåëüíà
⇔ äëÿ ëþáîãî åå äåéñòâèÿ ãîìåîìîðôèçìàìè
íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòå ñóùåñòâóåò
èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (îáîáùåíèå
èçâåñòíîé òåîðåìû Áîãîëþáîâà-Êðûëîâà)
Â ñëó÷àå ñ÷åòíîé ãðóïïû �íà êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå� ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà �íà
ìíîæåñòâå Êàíòîðà�
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• (Òàðñêèé) Ãðóïïà àìåíàáåëüíà ⇔ îíà íå
äîïóñêàåò �ôèíàíñîâûõ ñõåì Ïîíçè� (äðóãèìè
ñëîâàìè íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàäîêñàëüíîé)
Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G ïàðàäîêñàëüíà åñëè
îíà îáëàäàåò ðàçáèåíèåì

G =

k+m⊔
i=1

Ei

íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ è ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû g1, . . . , gk+m, òàêèå, ÷òî

G =

k⊔
i=1

giEi =

k+m⊔

j=k+1

gjEj.

(ýôôåêò óäâîåíèÿ ãðóïïû, ýòî ïî ñóòè äåëà
àíàëîã ïàðàäîêñà Áàíàõà-Òàðñêîãî).
Ïðèìåð. F2 - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè
a, b.
W (g) - ìíîæåñòâî íåñîêðàòèìûõ ñëîâ,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ íåñîêðàòèìîãî ñëîâà,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò g.

A1 = W (a), A2 = W (a−1)

B1 = W (b) ∪ {1, b−1, b−2, . . . }
B2 = W (b−1) \ {b−1, b−2, . . . }
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- ïàðàäîêñàëüíîå ðàçáèåíèå F2:

F2 = A1 t A2 tB1 tB2 = A1 t aA2 = B1 t bB2.

PSfrag replacements

a�1
b�1

a
b
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×èñëî Òàðñêîãî

Ìèíèìóì ÷èñëà k+m êóñêîâ â òàêèõ ðàçáèåíèÿõ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Òàðñêîãî è îáîçíà÷àåòñÿ
τ (G) (τ (G) = ∞ åñëè G àìåíàáåëüíà).

τ (G) ≥ 4 è τ (G) = 4 ⇔ ãðóïïà G íå ñîäåðæèò
ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè (ò.å.
G /∈ NF ).

Ïðîáëåìà. Êàêîâà îáëàñòü çíà÷åíèé τ (G)?

Òåîðåìà (Ò.×åêêåðèíè-Ñèëüáåðñòàéí,
Ï. äå ëÿ Àðï, ÃÐÈ 1999). Ñóùåñòâóþò ãðóïïû
ñ 6 ≤ τ (G) ≤ 14.
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• (Ôåëíåð) Ñ÷åòíàÿ ãðóïïà G àìåíàáåëüíà
⇔ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ Fn ⊂ G, òàêàÿ, ÷òî
1) Fn ⊂ Fn+1,
2) ∪n≥0Fn = G,
3) ∀g ∈ G : |gFn∩Fn|

|Fn| → 1, n →∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} íàçûâàåòñÿ
ôåëíåðîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà G

àìåíàáåëüíà ⇔ êîíñòàíòà ×èãåðà C(Γ) ãðàôà
Êýëè Γ(G,A) ðàâíà íóëþ:

C(Γ) = inf
E⊂V (Γ),|E|<∞

|∂E|
|E| .

Ôåëíåðîâñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ óñðåäíåíèÿ, íàïðèìåð â ýðãîäè÷åñêèõ òåîðåìàõ:

En(f (x)) =
1

|Fn|
∑

g∈Fn

f (gx),

åñëè f ∈ L1(X,µ).
Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé
ñòåïåíüþ âåðøèí íàçûâàåòñÿ àìåíàáåëüíûì, åñëè
C(G) = 0.
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• Êðèòåðèé àìåíàáåëüíîñòè â òåðìèíàõ êîðîñòà
(ÃÐÈ 1977)
Fm - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà m ≥ 2 ñ
ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì A = {a1, . . . , am}.
Fm ≥ H - ïîäãðóïïà.
Hn = {h ∈ H : |h|A = n}
αH = lim sup

n→∞
n
√
|Hn| - êîðîñò, 1 ≤ αH ≤ 2m− 1.

H - íîðìàëüíà ⇒ αH >
√

2m− 1 (ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî).
Γ = Γ(Fm, H, A) - ãðàô Øðàéåðà:

V (Γ) = {gH : g ∈ G}
E(Γ) = {(gH, agH) : g ∈ G, a ∈ A ∪ A−1}

(èçîìîðôåí ãðàôó Êýëè (Fn/H, Ā) åñëè
ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà).

Òåîðåìà (GRI 1975). Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ r

ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Γ è αH ñâÿçàíû
çàâèñèìîñòüþ

r =

{ √
2m−1
2m

(
αH√
2m−1

+
√

2m−1
αH

)
, åñëè αH ≥

√
2m− 1

√
2m−1
m , åñëè 1 ≤ αH ≤

√
2m− 1.

√
2m−1
m � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ íà Fm.
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PSfrag replacements 1
1 p2m� 1 2m� 1p2m�1m

r
�r(�)

Ñëåäñòâèå. a) Ãðóïïà G = Fm/H, H E Fm

àìåíàáåëüíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
αH = 2m− 1.

b) Ãðàô Øðàéåðà Γ(Fm, H,A) àìåíàáåëåí â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè αH = 2m− 1.

αH ≤ √
2m− 1 ⇔ Γ(Fm, H, A) ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íûì ãðàôîì Ðàìàíóæàíà.
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Ýòîò êðèòåðèé àìåíàáåëüíîñòè ãðóïï
ïåðåîòêðûâàëñÿ èëè ïåðåäîêàçûâàëñÿ Êîýíîì,
Â.Âîññîì, Ð.Øâàðöåì è äðóãèìè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
âåðñèÿ òåîðåìû î çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà îò êîðîñòà ïðèíàäëåæèò Ä.Ñóëëèâàíó,
ñâÿçàâøåìó àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé íèæíþþ
ãðàíèöó ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè èëè ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è çíà÷åíèå
êðèòè÷åñêîé ýêñïîíåíòíû ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóêñîâîé èëè êëåéíîâîé ãðóïïû.
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Ïðèìåðû ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà
Ïåðâûé ïðèìåð: (ÃÐÈ 1980,1983) G = 〈a, b, c, d〉, ãäå
ïîðîæäàþùèå {a, b, c, d} îïðåäåëåíû êàê

0

0 1/2

1/2

1/2 3/4 7/8

0

0

b

c

d

a
P

P P I

P P

PP

I

I

...

...

...

1

1

1

1

...

...

3/4 7/8 ...

3/4 7/8

(P � ïåðåñòàíîâêà äâóõ ïîëîâèíîê èíòðåâàëà, I �
òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå)
Òåîðåìà. (ÃÐÈ, 1980, 1983)
• G ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé 2-
ãðóïïîé (ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð ãðóïïû
Áåðíñàéäîâñêîãî òèïà).

• G îáëàäàåò ïðîìåæóòî÷íûì ðîñòîì ñ
îöåíêàìè íà ðîñò

en1/2 ¹ γG(n) ¹ enβ
,
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ãäå β = log32 31 < 1.
• G ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé
âåòâÿùåãîñÿ òèïà.

Ãðóïïà ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íà åñëè îíà
áåñêîíå÷íà, íî âñÿêàÿ èñòèííàÿ ôàêòîð ãðóïïà
êîíå÷íà.

Ãðóïïà ïðèíàäëåæèò âåòâÿùåìóñÿ òèïó åñëè îíà
äåéñòâóåò íà êîðíåâîì ñôåðè÷åñêè îäíîðîäíîì
äåðåâå è ñòðóêòóðà ðåøåòêè ñóáíîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï ïîõîæà íà ñòðóêòóðó ýòîãî äåðåâà.
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Òåîðåìà. (ÃÐÈ, 1984)

• ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñòåïåíåé
ðîñòà êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï ñîäåðæèò
öåïü ìîùíîñòè êîíòèíóóìà è ñîäåðæèò
àíòèöåïü ìîùíîñòè êîíòèíóóìà.

• Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ êëàññà êîíå÷íî
ïîðîæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ p-ãðóïï äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Ñëåäñòâèå. Ñ òî÷íîñòüþ äî êâàçèèçîìåòðèè
ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî 3-ïîðîæäåíûõ
ãðóïï (3 ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà 2).

Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ:

Gω = 〈a, bω, cω, dω〉,
ïîðîæäàþùèé a òîò æå, ÷òî è ðàíåå, à bω, cω, dω

îïðåäåëåíû â òîì æå äóõå, ÷òî è b, c, d ñ
èñïîëüçîâàíèåì îðàêóëà ω ∈ Ω = {0, 1, 2}N.

Àëüòåðíàòèâíî G è Gω ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê
ãðóïïû, äåéñòâóþùèå àâòîìîðôèçìàìè áèíàðíîãî
äåðåâà.
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Áèíàðíîå äåðåâî

Ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G

e e

e

e

e

e

e

e

e
e

e

P(c)

e

e
e

P(b)P(a)

P(d)

ε

ε

ε

ε

ε

ε

ε
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Íîâûå íàïðàâëåíèÿ â òåîðèè ãðóïï è òåîðèè
ãðàôîâ, èíñïèðèðîâàííûå êîíñòðóêöèåé

ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà

• Òåîðèÿ ãðóïï, äåéñòâóþùèõ íà êîðíåâûõ
äåðåâüÿõ (⇔ èçó÷åíèå ôèíèòíî
àïïðîêñèìèðóåìûõ ãðóïï ìåòîäàìè äåéñòâèé íà
êîðíåâûõ äåðåâüÿõ).

• Òåîðèÿ ñàìîïîäîáíûõ ãðóïï (⇔ ãðóïï,
ïîðîæäåííûõ àâòîìàòàìè òèïà Ìèëè).

 e

 e  e

 e
c

b 1 d

0

0

11

0,10,1 ida

0

σ

b d

1|0

0|1

0|0

0|0

1|1

0|0

0|0
ida

1|1

1|1

1|1

c

(a) (b)
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• Òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ãðóïï ( âåòâÿùèåñÿ ãðóïïû
ñîñòàâëÿþò îäèí èç òðåõ êëàññîâ íà êîòîðûå
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ êëàññ
ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íûõ ãðóïï). Âåòâÿùèåñÿ
ãðóïïû ýòî ãðóïïû, äåéñòâóþùèå òî÷íî íà
êîðíåâûõ äåðåâüÿõ è îáëàäàþùèå áîëüøèìè
æåñòêèìè ñòàáèëèçàòîðàìè.

G

K

K K

K K K K

K K K KK K K K

• Ãðóïïû èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè (IMG)
è àëãåáðàè÷åñêàÿ ãîëîìîðôíàÿ äèíàìèêà
(Â.Íåêðàøåâè÷).

• Ãðàôû Øðåéåðà, ñàìîïîäîáíûå ãðàôû, ãðàôû
çàäàííûå ïîäñòàíîâî÷íûìè ïðàâèëàìè (ÃÐÈ,
Ë.Áàðòîëüäè, Ò.Ñìèðíîâà-Íàãíèáåäà, . . . ).
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Êîíå÷íî îïðåäåëåííûå ïðèìåðû

Âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ãðóïïû
ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî
îïðåäåëåííûìè.

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ
ãðóïïà ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà?

ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÎ
Îäíàêî. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû êîíå÷íî
îïðåäåëåííûõ àìåíàáåëüíûõ, íî íå ýëåìåíòàðíî
àìåíàáåëüíûõ ãðóïï.

Âîñïîëüçóåìñÿ çàäàíèåì È.Ã.Ëûñåíêà ãðóïïû G
îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè:
G = 〈a, b, c, d | a2, b2, c2, d2, bcd, σk((ad)4), σk((adacac)4), k ≥ 0〉,
ãäå

σ :





a → aca,

b → d,

c → b,

d → c.

� ïîäñòàíîâêà (çàäàíèå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â
òîì ñìûñëå, ÷òî íè îäíî èç ñîîòíîøåíèé íå ìîæåò
áûòü óäàëåíî áåç èçìåíåíèÿ ãðóïïû).
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Ïîäñòàíîâêà σ èíäóöèðóåò èíüåêòèâíûé
ýíäîìîðôèçì

σ̂ : G → G.

HNN -ðàñøèðåíèå

Ḡ = 〈G, t | t−1gt = σ̂(g)〉
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ãðóïïîé:

Ḡ = 〈a, b, c, d, t | a2, b2, c2, d2, bcd, (ad)4, (adacac)4,

t−1at = aca, t−1bt = d, t−1ct = b, t−1dt = c〉.
Ãðóïïà Ḡ àìåíàáåëüíà òàê êàê

1 →
∞⋃

n=0

Gn → Ḡ → Z→ 1,

è Gn = t−nGtn, n = 1, 2, . . . ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï, èçîìîðôíûõ G.

Êðîìå òîãî Ḡ ∈ SG \ EG òàê êàê êëàññ EG íå
ñîäåðæèò ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà (×îó, 1981
ã.).
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Ñàìîïîäîáíûå ãðóïïû

T � d-ðåãóëÿðíîå (d ≥ 2) êîðíåâîå äåðåâî,
îïðåäåëåííîå íàä àëôàâèòîì X = {x1, . . . , xd}

V (T ) = {ìíîæåñòâî X∗ êîíå÷íûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîìX}
� âåðøèíû

E(T ) = {(w, wx) : w ∈ X∗, x ∈ X} � ðåáðà

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíîé
åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò ñàìîïîäîáíîå äåéñòâèå íà
íåêîòîðîì ðåãóëÿðíîì êîðíåâîì äåðåâå, ò.å. òàêîå
äåéñòâèå, ÷òî ∀g ∈ G,∀x ∈ X, ∃h ∈ G,∃y ∈ X òàêèå
÷òî ñîîòíîøåíèå

g(xw) = yh(w)

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ñëîâà w ∈ X∗.

Ýëåìåíò h íàçûâàåòñÿ ñåêöèåé ýëåìåíà g â âåðøèíå
x ïåðâîãî óðîâíÿ (ñåêöèÿ h = g|x îïèñûâàåò
äåéñòâèå ýëåìåíòà g íà ïîääåðåâå Tx). Ïîíÿòèå
ñåêöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå. Ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà G

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî N ⊂ G òàêîå, ÷òî ∀g ∈ G, ∃n ∈ N
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v n-ãî óðîâíÿ ñåêöèÿ
gv ∈ N .
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Åñëè G êîíå÷íî ïîðîæäåíà òî ñæèìàþùåå
ñâîéñòâî îçíà÷àåò óìåíüøåíèå äëèíû ýëåìåíòà íå
ïðèíàäëåæàùåãî íóêëåóñó N ïðè ïåðåõîäå ê åãî
ñåêöèÿì.
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Ãðóïïû èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : M1 → M - êîíå÷íî
ëèñòíîå íàêðûòèå �õîðîøåãî� ïðîñòðàíñòâà M
�õîðîøèì� ïîäïðîñòðàíñòâîì M1. Òîãäà ãðóïïà
èòåðèðîâàíííîé ìîíîäðîìèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ôàêòîð ãðóïïà

IMG(f ) = π1(M)/
⋂
n≥1

Kn,

ãäå Kn åñòü ÿäðî ìîíîäðîìíîãî äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(M) ïðè n-îé èòåðàöèè
fn : Mn →M íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà (Â.Íåêðàøåâè÷).
Ãðóïïà èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè IMG(f )

ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíîé ãðóïïîé.
Òåîðåìà (Â.Íåêðàøåâè÷). Ñæèìàþùàÿ
ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà ïðèíàäëåæèò êëàññó NF .
Ïðîáëåìà. ßâëÿåòñÿ ëè êàæäàÿ ñæèìàþùàÿ
ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà àìåíàáåëüíîé?
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Ãðóïïà Áàçèëèêà B
Áàçèëèêà B ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

ãðóïïà èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè IMG(z2 − 1)

îòîáðàæåíèÿ z → z2 − 1 ðèìàíîâîé ñôåðû (îòñþäà
è ïðîèñõîäèò íàçâàíèå, ïîâòîðÿþùåå íàçâàíèå
ìíîæåñòâà Æþëèà ïîëèíîìà z2 − 1, íàçâàííîãî
òàê èç çà Áàçèëèêè Ñâÿòîãî Ìàðêà â Âåíåöèè,
êîòîðàÿ âìåñòå ñ åå îòðàæåíèåì â âîäå ïîõîæà íà
ýòî ìíîæåñòâî Æþëèà).

B = 〈a, b〉 ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíîé ãðóïïîé, çàäàííîé
ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

a = (1, b),

b = (1, a)ε.
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Îíà òàêæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ àâòîìàòîì A852 èç Àòëàñà
ñàìîïîäîáíûõ ãðóïï, î ÷åì ãîâîðèëîñü ðàíåå.
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Òåîðåìà (À.Æóê è ÃÐÈ, 2002). Áàçèëèêà îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• Îíà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âåòâÿùåéñÿ ãðóïïîé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà è /∈ SG íî ∈ NF

• Îíà ìîæåò áûòü çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì

B = 〈a, b | τ k([a, ab]) = 1, k ≥ 0〉,
ãäå ïîäñòàíîâêà τ îïðåäåëåíà êàê

τ :

{
a → b2,

b → a.

Òåîðåìà (Ë.Áàðòîëüäè è Á.Âèðàã, 2005). Áàçèëèêà
ÿâëÿåòñÿ àìåíàáåëüíîé ãðóïïîé (è ñëåäîâàòåëüíî
B ∈ AG \ SG ⇒ SG 6= AG)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàññìîòðåíèè
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, çàäàííîãî ñàìîïîäîáíîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà B, è îñíîâàíî íà èäåå
êîíâåêòèðîâàòü ñàìîïîäîáèå ãðóïïû â ñàìîïîäîáèå
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà íåé. Ýòîò ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â
ðàáîòàõ Â.Êàéìàíîâè÷à, à òàêæå Â.Íåêðàøåíè÷à è
äîêëàä÷èêà è ïîëó÷èë íàçâàíèå òðþêà Ìþíõàóçåíà
(èìååòñÿ ââèäó èñòîðèÿ ñàìîâûòàñêèâàíèÿ áàðîíà
èç áîëîòà).
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Ïîäñòàíîâêà τ èíäóöèðóåò èíüåêòèâíûé
ýíäîìîðôèçì τ̄ : B → B, à ñîîòâåòñâóþùåå
åìó HNN -ðàñøèðåíèå 〈B, t|t−1bt = τ̄ (b), b ∈ B〉
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííîé àìåíàáåëüíîé
ãðóïïîé B̃ ∈ AG \ SG:

B̃ = 〈b, t | [btb, bt] = 1, bt2 = b2〉.
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Òðþê Ìþíõàóçåíà

Ñõåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå:
G - ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ

òðàíçèòèâíî íà óðîâíÿõ êîðíåâîãî ðåãóëÿðíîãî
äåðåâà Td

µ - ñèììåòðè÷íîå (µ(g) = µ(g−1)) âåðîÿòíîñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà G

Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà G îïðåäåëåíî
ðàñïðåäåëåíèåì µ: îíî íà÷èíàåòñÿ â åäèíè÷íîì
ýëåìåíòå, à ïåðåõîäû âèäà g → ga ïðîèñõîäÿò ñ
âåðîÿòíîñòüþ µ(a).

H = stG(x) - ñòàáèëèçàòîð âåðøèíû x ïåðâîãî
óðîâíÿ.

[G : H ] = d - èíäåêñ
px : H → G - ãîìîìîðôèçì ïðîåêöèè H íà

êîðíåâîå ïîääåðåâî Tx

µH - ðàñïðåäåëåíèå íà H, çàäàííîå âåðîÿòíîñòüþ
ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ïîäãðóïïó H ïðè ñëó÷àéíîì
áëóæäàíèè

µx = (px)∗(µH) - ïðîåêöèÿ ìåðû µH

Îïðåäåëåíèå. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíîé
åñëè äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x ïåðâîãî óðîâíÿ

µx = (1− λ)δe + λµ

äëÿ íåêîòîðîãî λ, 0 < λ < 1.
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Ïðèìåð. • Äëÿ ãðóïïû ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà G
ìåðà µ = 4

7a+ 1
7(b+c+d) ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíîé

ñ æèìàþùèì ïàðàìåòðîì λ = 1/2.

• Äëÿ Áàçèëèêè òàêæå ñóùåñòâóåò ñàìîïîäîáíàÿ
ìåðà ñ íîñèòåëåì íà ìíîæåñòâå {a, a−1, b, b}
îáðàçóþùèõ è èõ îáðàòíûõ .

Òåîðåìà (Ë.Áàðòîëüäè è Á.Âèðàã (2005),
Â.Êàéìàíîâè÷ (2005)). Ïóñòü G - ñàìîïîäîáíàÿ
ãðóïïà. Åëè íà íåé ñóùåñòâóåò ñàìîïîäîáíàÿ ìåðà
ñ êîíå÷íûì ïåðâûì ìîìåíòîì µ, íîñèòåëü êîòîðîé
ïîðîæäàåò âñþ ãðóïïó, òîãäà G àìåíàáåëüíà è
ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ îïðåäåëåííîãî
ýòîé ìåðîé ðàâíà íóëþ.
Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
ïðåäûäóùåé òåîðåìû, Ëóèâèëëåâà (ò.å.
îáëàäàåò òîëüêî ïîñòîÿííûìè îãðàíè÷åííûìè
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè).
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Ãðóïïû, ïîðîæäåííûå ïîëèíîìèàëüíûìè
àâòîìàòàìè

Â 2000 ã. Ñ.Ñèäêè ââåë ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíî
ðàñòóùåãî (â ñìûñëå Ñèäêè) àâòîìàòà è äîêàçàë, ÷òî
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ òàêèì àâòîìàòîì íå ñîäåðæèò
F2.

Êëàññû: îãðàíè÷åííûõ àâòîìàòîâ, ëèíåéíî
ðàñòóùèõ àâòîìàòîâ, . . . .
PGn - ãðóïïà ïîëèíîìèàëüíî ðàñòóùèõ àâòîìàòîâ

ñòåïåíè ≤ n; èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ PG0 < PG1 <

· · · < PGn−1 < PGn < . . . .

Ïðîáëåìà. Âñÿêàÿ ëè ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà S,

ïîðîæäåííàÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàñòóùèì â ñìûñëå
Ñ.Ñèäêè àâòîìàòîì, ÿâëÿåòñÿ àìåíàáåëüíîé?

Òåîðåìà (Ë.Áàðòîëüäè, Â.Êàéìàíîâè÷,
Â.Íåêðàøåâè÷, Duke Math. Journal, 2010)).
Ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îãðàíè÷åííûì
àâòîìàòîì, àìåíàáåëüíà.
Òåîðåìà (Ã.Àìèð, Î.Àíãåëü, Á.Âèðàã, 2009, arx-
iv). Ñàìîïîäîáíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ëèíåéíî
ðàñòóùèì àâòîìàòîì, àìåíàáåëüíà.
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Óíèâåðñàëüíàÿ ãðóïïà

Ïðîáëåìà. ßâëÿåòñÿ ëè óíèâåðñàëüíàÿ ãðóïïà
U = F4/

⋂
ω∈ΩNω äëÿ ñåìåéñòâà Gω = F4/Nω

àìåíàáåëüíîé?

U ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé ñàìîïîäîáíîé ãðóïïîé,
îïðåäåëåííîé íàä àëôàâèòîì èç 6 áóêâ, è
ñëåäîâàòåëüíî íå ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû
F2.

Çàìå÷àíèå. Óíèâåðñàëüíûå ãðóïïû ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà àìåíàáåëüíûõ
ãðóïï ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ (è
ïîðÿäêîì íà íåì). Äëÿ ìíîãèõ òàêèõ ñåìåéñòâ
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá àìåíàáåëüíîñòè
óíèâåðñàëüíîé ãðóïïû ýòîãî ñåìåéñòâà (ýòîò âîïðîñ
ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î ñóùåñòâîâàíèè âåðõíåé ãðàíèöû
ðîñòà Ôåëíåðîâñêèõ ìíîæåñòâ ãðóïï èç ñåìåéñòâà
- ïðîáëåìàòèêà, âîñõîäÿùàÿ ê À.Ì.Âåðøèêó, è
ïîëó÷èâøàÿ ðàçâèòèå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Àííû Ýðøëåð-Äþáèíîé).
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Ãðóïïû õàíîéñêèõ áàøåí

2
3
45

1

0 1 2

Èãðó õàíîéñêèå áàøíè íà äîñêå ñ k, k ≥ 3 ñòåðæíÿìè
ìîæíî ïðîìîäåëèðîâàòü äåéñòâèåì ñàìîïîäîáíîé
ãðóïïû Hk, ïîðîæäåííîé àâòîìàòîì ñ k(k− 1)/2 + 1

ñîñòîÿíèÿìè.
H3 ïîðîæäåíà îãðàíè÷åííûì àâòîìàòîì è,

ñëåäîâàòåëüíî, àìåíàáåëüíà.

Òåîðåìà (ÃÐÈ, Íåêðàøåâè÷, ×óíè÷). Äëÿ ëþáîãî
k, k ≥ 3 ãðóïïà Hk íå ñîäåðæèò ñâîáîäíîé
ïîäãðóïïû F2.
Ïðîáëåìà. Àìåíàáåëüíû ëè ãðóïïû Hk, k ≥ 3 èëè
íåò?
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Ïðèíöèïèàëüíûå ïðîáëåìû

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîñòàÿ àìåíàáåëüíàÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà?

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè íàñëåäñòâåííî
ìèíèìàëüíàÿ àìåíàáåëüíàÿ íå ýëåìåíòàðíî
àìåíàáåëüíàÿ ãðóïïà?

Îïðåäåëåíèå. (a) Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íîé, åñëè îíà áåñêîíå÷íà,
íî âñêàÿ èñòèííàÿ ôàêòîð ãðóïïà G/N, N 6= {1}
êîíå÷íà.

(b) Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî
ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íîé, åñëè îíà áåñêîíå÷íà,
ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà è âñÿêàÿ ïîäãðóïïà
H < G êîíå÷íîãî èíäåêñà (âêëþ÷àÿ G) ìèíèìàëüíî
áåñêîíå÷íà.

Ïðèìåð. Ãðóïïû Z, D∞, áåñêîíå÷íàÿ äèàäðàëüíàÿ
ãðóïïà, SLN(Z)/center, n ≥ 3, à òàêæå áåñêîíå÷íûå
ïðîñòûå ãðóïïû ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íû.
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Çàìå÷àíèå. Êëàññ ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íûõ
ãðóïï åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ â
äèçüþíêíîå îáúåäèíåíèå òðåõ ïîäêëàññîâ: êëàññà
âåòâÿùèõñÿ ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íûõ ãðóïï, à òàêæå
äâóõ êëàññîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãðóïï, ñîäåðæàùèõ
ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà, ÿâëÿþùóþñÿ
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êîïèé
íàñëåäñòâåííî ìèíèìàëüíî áåñêîíå÷íîé ãðóïïû èëè
ïðîñòîé ãðóïïû.

Ïðîáëåìà. Àìåíàáåëüíà ëè ãðóïïà Ðè÷àðäà
Òîìïñîíà F ? (Âîïðîñ îòêðûò â òå÷åíèè 50 ëåò).

F = 〈a, b | [ab−1, a−1ba], [ab−1, a−2ba2]〉
Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå êóñî÷íî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé îòðåçêà [0, 1], èìåþùèõ èçëîìû â
äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è òàíãåíñû óëîâ
íàêëîíîâ âèäà 2n, n ∈ Z.

F ∈ NF (ò.å. íå ñîäåðæèò ñîáîäíîé ïîäãðóïïû
F2).
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ
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