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Примитивно-рекурсивные функции

• Примитивно-рекурсивные функции (𝑓 ∶ ℕ𝑘 → ℕ)
строятся из базовых: 𝑍(𝑥) = 0, 𝑆(𝑥) = 𝑥 + 1, 𝐼 𝑛𝑘 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘 с
помощью композиции и примитивной рекурсии:

{𝑓 (0, 𝑦) = 𝑔(𝑦)
𝑓 (𝑥 + 1, 𝑦) = ℎ(𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦)

• С помощью кодирования пар: ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 2((𝑥 + 𝑦)2 + 𝑥 + 1) и
простого кодирования последовательностей:
[𝑎0, … , 𝑎ℓ−1] = 𝑝𝑎0+10 ⋅ … 𝑝𝑎ℓ−1+1ℓ−1 (где 𝑝𝑖 — 𝑖-е простое число,
𝑝0 = 2) можно свести к примитивной рекурсии совместную
и возвратную рекурсию.

• Примитивно-рекурсивен также органиченный 𝜇-оператор:

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑤⃗) = 𝜇𝑧 < 𝑦.𝑔(𝑧, 𝑤⃗) = {min{𝑧 < 𝑦 ∣ 𝑔(𝑧, 𝑤⃗) = 0}, если непусто;
𝑦 иначе.
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Арифметика Пеано

Сигнатура: 0, 𝑆, +, ⋅, =
Аксиомы арифметики Пеано:

1. 0 ≠ 𝑆𝑥
2. 𝑆𝑥 = 𝑆𝑦 → 𝑥 = 𝑦
3. 𝑥 + 0 = 𝑥
4. 𝑥 + 𝑆𝑦 = 𝑆(𝑥 + 𝑦)
5. 𝑥 ⋅ 0 = 0
6. 𝑥 ⋅ 𝑆𝑦 = (𝑥 ⋅ 𝑦) + 𝑥
7. (𝜑(0, 𝑧) ∧ ∀𝑦(𝜑(𝑦, 𝑧) → 𝜑(𝑆𝑦, 𝑧))) → 𝜑(𝑥, 𝑧)

Стандартная модель: ℕ ⊨ PA

3/13



Арифметика Пеано

Сигнатура: 0, 𝑆, +, ⋅, =
Аксиомы арифметики Пеано:

1. 0 ≠ 𝑆𝑥
2. 𝑆𝑥 = 𝑆𝑦 → 𝑥 = 𝑦
3. 𝑥 + 0 = 𝑥
4. 𝑥 + 𝑆𝑦 = 𝑆(𝑥 + 𝑦)
5. 𝑥 ⋅ 0 = 0
6. 𝑥 ⋅ 𝑆𝑦 = (𝑥 ⋅ 𝑦) + 𝑥
7. (𝜑(0, 𝑧) ∧ ∀𝑦(𝜑(𝑦, 𝑧) → 𝜑(𝑆𝑦, 𝑧))) → 𝜑(𝑥, 𝑧)

Стандартная модель: ℕ ⊨ PA

3/13



Σ1-формулы

• Ограниченные кванторы: ∀𝑥 ⩽ 𝑡 , ∃𝑥 ⩽ 𝑡 . Класс формул, где
все кванторы ограничены, называется Δ0.

• Σ1-формула: ∃𝑥 𝛿 , где 𝛿 ∈ Δ0.
• Класс Σ1-формул замкнут, с точностью до эквивалентности
в PA, относительно ∧, ∨, ∃𝑥 и ∀𝑥 ⩽ 𝑡 .

• Σ1-полнота: если 𝜎 ∈ Σ1 — замкнутая, то

ℕ ⊨ 𝜎 ⟺ PA ⊢ 𝜎
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Кодирование примитивно-рекурсивных функций

Для каждой примитивно-рекурсивной функции 𝑓 ∶ ℕ𝑘 → ℕ
существует арифметическая формула 𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑦) ∈ Σ1, такая
что:

• 𝑓 (𝑛) = 𝑚 ⟺ ℕ ⊨ 𝐹(𝑛, 𝑚) ⟺ PA ⊢ 𝐹(𝑛, 𝑚);
• PA ⊢ ∀𝑥 ∃!𝑦 𝐹(𝑥, 𝑦) (доказуемая тотальность);
• в PA доказуемы рекурсивные условия.

В присутствии доказуемой тотальности можно консервативно
расширить PA функциональным символом для 𝑓 .
При кодировании последовательностей используется
𝛽-функция Гёделя.
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Предикаты доказательства и доказуемости

• Гёделева нумерация: каждой формуле 𝜑 специальным
образом (построением с помощью функции кодирования
пары) сообщается натуральное число ⌜𝜑⌝ — её гёделев
номер.

• PrfPA(𝑦, 𝑥) — Σ1-формула, выражающая утверждение „𝑦
кодирует последовательность формул, являющуюся
доказательством формулы с кодом 𝑥“.

• PrPA(𝑥) = ∃𝑦 PrfPA(𝑦, 𝑥).
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Условия доказуемости

1. PA ⊢ 𝜑 ⇒ PA ⊢ PrPA(⌜𝜑⌝)

• следует из Σ1-полноты

2. PA ⊢ (PrPA(⌜𝜑 → 𝜓⌝) ∧ PrPA(⌜𝜑⌝)) → PrPA(⌜𝜓 ⌝)

• PA ⊢ (PrfPA(𝑥, ⌜𝜑 → 𝜓⌝)∧PrfPA(𝑦, ⌜𝜑⌝)) → PrfPA(𝑥 ∗𝑦∗[⌜𝜓 ⌝], ⌜𝜓 ⌝)

3. PA ⊢ PrPA(⌜𝜑⌝) → PrPA(⌜PrPA(⌜𝜑⌝)⌝)

• следует из доказуемой Σ1-полноты: PA ⊢ 𝜎 → PrPA(⌜𝜎⌝)
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Теоремы Гёделя

• Предикат и условия доказуемости можно записать не
только для PA, но и для широкого класса гёделевых теорий,
расширяющих PA.

• Теорема о неподвижной точке: PA ⊢ 𝜓 ↔ 𝜑(⌜𝜓⌝).
• Гёделева неподвижная точка: 𝛾 ↔ ¬ Pr𝑇 (⌜𝛾 ⌝).
• Если 𝑇 ⊢ 𝛾 , то 𝑇 ⊢ Pr𝑇 (⌜𝛾 ⌝) и 𝑇 ⊢ ¬ Pr𝑇 (⌜𝛾 ⌝). Значит,
непротиворечивая 𝑇 не может доказать 𝛾 .

• Если 𝑇 ⊢ ¬ 𝛾 и ℕ ⊩ 𝑇 , то ℕ ⊢ Pr𝑇 (⌜𝛾 ⌝), откуда 𝑇 ⊢ 𝛾 . Значит,
арифметически корректная 𝑇 не может опровергнуть 𝛾 .

• 1-я теорема Гёделя: арифметически корректная гёделева
теория 𝑇 неполна.
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Теоремы Гёделя

• 𝑇 ⊢ 𝛾 ↔ ¬ Pr𝑇 (⌜⊥⌝).

• 2-я теорема Гёделя: непротиворечивая гёделева теория
не может доказать свою непротиворечивость.

• Теорема Гёделя – Россера: непротиворечивая гёделева
теория неполна.

• Для этого используется другая неподвижная точка.

• Теорема Лёба: если 𝑇 ⊢ Pr𝑇 (⌜𝜑⌝) → 𝜑, то 𝑇 ⊢ 𝜑.
• Формализованная теорема Лёба:
𝑇 ⊢ Pr𝑇 (⌜Pr𝑇 (⌜𝜑⌝) → 𝜑⌝) → Pr𝑇 (⌜𝜑⌝)

• Теорема Тарского: не существует формулы 𝜏 (𝑥), такой
что N ⊨ 𝜑 ↔ 𝜏(⌜𝜑⌝) для любой 𝜑.
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Интуиционистская логика 1-го порядка

• Аксиомы FO-Int — такие же, как и классической FO-CL, но
без закона исключённого третьего.

• Рассматриваем сигнатуры без функциональных символов
и равенства.

• Модели Крипке: в каждом мире 𝑤 своя классическая
модель на носителе 𝐷𝑤 , причём 𝐷𝑢 ⊆ 𝐷𝑤 при 𝑢𝑅𝑤 .
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Интуиционистская логика 1-го порядка

• FO-Int корректна и полна по Крипке.

• Полнота доказывается комбинацией идей доказательства
полноты интуиционистской логики высказываний по
Крипке и полноты классической логики предикатов
(теорема Гёделя о полноте).

• Строится каноническая модель, миры которой — полные
∃-полные би-теории.

• Свойством конечных моделей FO-Int не обладает
(контрпример — формула сдвига двойного отрицания
∀𝑥 ¬¬ 𝑃(𝑥) → ¬¬∀𝑥 𝑃(𝑥)).

• FO-Int + (∀𝑥 (𝜓 ∨ 𝜑(𝑥)) → (𝜓 ∨ ∀𝑥 𝜑(𝑥))) (𝑥 ∉ FVar(𝜓 ))
корректна и полна относительно моделей с постоянными
областями.
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Интуиционистская логика 1-го порядка

• Можно добавить предикат равенства с обычными
аксиомами плюс аксиомой разрешимости 𝑥 = 𝑦 ∨ 𝑥 ≠ 𝑦 .
Тогда сохранится корректность и полнота по Крипке
относительно нормальных моделей.

• Дизъюнктивное свойство: если ⊢ 𝜑 ∨ 𝜓 , то ⊢ 𝜑 или ⊢ 𝜓 .
• Экзистенциальное свойство: если ⊢ ∃𝑥 𝜉 (𝑥), то ⊢ 𝜉(𝑡) для
некоторого 𝑡 .

• Теоремы Харропа: дизъюнктивное и экзистенциальное
свойство сохраняются для выводимости из теорий при
некотором синтаксическом условии. А именно, в аксиомы
теории не должны строго позитивно входить ∨ и ∃.
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некоторого 𝑡 .

• Теоремы Харропа: дизъюнктивное и экзистенциальное
свойство сохраняются для выводимости из теорий при
некотором синтаксическом условии. А именно, в аксиомы
теории не должны строго позитивно входить ∨ и ∃.
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Интуиционистская логика 1-го порядка

• Для FO-Int не выполняется теорема Гливенко: существует
формула 𝜑, выводимая в FO-CL, такая что ¬¬ 𝜑 не
выводима в FO-Int.

• Перевод Куроды добавляет ¬¬ также после каждого ∀𝑥 .
• FO-CL ⊢ 𝜑 ⟺ FO-Int ⊢ 𝜑𝐾
• Другой перевод — перевод Гёделя – Генцена.
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