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Äèôôåîìîðôèçìû

I f : M → M

I {ξn} ÿâëÿåòñÿ d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé, åñëè

dist(ξn+1, f (ξn)) < d

I Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ, åñëè
∀ε ∃d òàêîå, ÷òî ∀ d-ïñåâäîòðàåêòîðèè {ξn} íàéäåòñÿ
òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ {xn}, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

dist(ξn, xn) < ε



Äèôôåîìîðôèçìû

I Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò Ëèïøèöåâûì
ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè
∃L, d0 > 0 òàêîå, ÷òî ∀ d < d0 è d-ïñåâäîòðàåêòîðèè {ξn}
íàéäåòñÿ òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ {xn}, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

dist(ξn, xn) < Ld

I Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò îðáèòàëüíûì
ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè
∀ε ∃d òàêîå, ÷òî ∀ d-ïñåâäîòðàåêòîðèè {ξn} íàéäåòñÿ
òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ {xn}, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

distH({ξn}, {xn}) < ε



Îòëè÷èå îðáèòàëüíîãî è ñòàíäàðòíîãî ñâîéñòâ
îòñëåæèâàíèÿ

I Ëèïøèöåâî ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ ⇒ Ñòàíäàðòíîå
ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ ⇒ Îðáèòàëüíîå ñâîéñòâî
îòñëåæèâàíèÿ.

I Äèôôåîìîðôèçì íà S1 = R mod 1, çàäàâàåìûé
ôîðìóëîé f (x) = x + β, ãäå β /∈ Q.

I f îáëàäàåò îðáèòàëüíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ
I f íå îáëàäàåò ñòàíäàðòíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ



Ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ

I Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ Di�1(M) ñ
C 1-òîïîëîãèåé

I S � ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.
I POTP � ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñî ñâîéñòâîì

îòñëåæèâàíèÿ.
I LipPOTP � ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ëèïøèöåâûì

ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ.
I OSP � ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñ îðáèòàëüíûì

ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ.



Äèôôåîìîðôèçìû. Òåîðåìû.

I Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Int1(U) � âíóòðåííîñòü â C 1

òîïîëîãèè ìíîæåcòâà U.
I S ⊂ LipPOTP

I Int1(POTP) = S Sakai (1994)
I Int1(OSP) = S Pilugin, Rodionova, Sakai (2003)



Äâå âàæíûå òåîðåìû

I Òåîðåìà Àîêè-Õàÿøè. Ïóñòü TD � ìíîæåñòîâ
äèôôåîìîðôèçìîâ ó êîòîðûõ âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè
ãèïåðáîëè÷íû. Òîãäà Int1(TD) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
Ω-óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

I Ïóñòü KS � ìíîæåñòâî ñèñòåì Êóïêè-Ñìýéëà, ò.å. òàêèõ
ñèñòåì èç TD , ó êîòîðûõ âñå ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Òîãäà

Int1(KS) = S



Ïîòîêè

I Ïîòîê ϕ(t, x) : R×M → M, ïîðîæäåííûé êàñàòåëüíûì
âåêòîðíûì ïîëåì X .

I ϕ(t, x0) ïðè x0 ∈ M ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé òî÷êè x0

I Îòîáðàæåíèå g(t) ÿâëÿåòñÿ d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé, åñëè

dist(g(t + τ), ϕ(τ, g(t))) < d , äëÿ t ∈ R, |τ | < 1

I "Íàèâíîå"îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ
∀ε ∃d òàêîå, ÷òî ∀ d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g(t) íàéäåòñÿ
òàêàÿ òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ f (t) ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

dist(g(t), f (t)) < ε



Îïðîâåðæåíèå "íàèâíîãî"îïðåäåëåíèÿ

I Ïîòîê íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü f (t) � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïðèòÿãèâàþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ

I ∀d > 0 ∃d∗, òàêîå ÷òî g(t) = f (t(1 + d∗)) áóäåò
d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé.

I Ïóñòü ϕ(t, x0) � "îòñëåæèâàþùàÿ"òðàåêòîðèÿ.

dist(g(t), ϕ(t, x0)) < ε

I x0 /∈ {f (t)} íå áóäåò îòñëåæèâàíèÿ ïðè t → −∞
I x0 = f (t0). Òîãäà ϕ(t, x0) = f (t + t0) è íàéäåòñÿ òàêîå T ,

÷òî dist(f (T (1 + d∗)), f (T + t0)) > ε.



Ðåïàðàìåòðèçàöèÿ

Ãîìåîìîðôèçì α : R → R áóäåì íàçûâàòü ðåïàðàìåòðèçàöèåé,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. α(0) = 0,
2. α � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì ε äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî óñëîâèå
3.

∣∣∣α(t1)−α(t2)
t1−t2

− 1
∣∣∣ < ε äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ t1, t2 ∈ R,

òî ìû áóäåì ïèñàòü, ÷òî α ∈ Rep(ε).
Ïðèìåð: α(t) = t(1± ε1), ãäå ε1 < ε.



Îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ.

I Ïîòîê ϕ îáëàäàåò (ñòàíäàðòíûì) ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ, åñëè
∀ε > 0 ∃d > 0, òàêîå ÷òî ∀ d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g(t)
íàéäóòñÿ òàêèå ðåïàðàìåòðèçàöèÿ α ∈ Rep(ε) è òðàåêòîðèÿ
f (t), ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dist(f (α(t)), g(t)) < ε, t ∈ R

I Ïîòîê ϕ îáëàäàåò Ëèïøèöåâûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ,
åñëè
∃ L, d0 > 0, òàêèå ÷òî ∀ d < d0 è d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g(t)
íàéäóòñÿ òàêèå ðåïàðàìåòðèçàöèÿ α ∈ Rep(Ld) è
òðàåêòîðèÿ f (t), ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dist(f (α(t)), g(t)) < Ld , t ∈ R



Îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ.

I Ïîòîê ϕ îáëàäàåò îðáèòàëüíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ,
åñëè
∀ ε > 0 ∃ d > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ∀ d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g(t)
íàéäåòñÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ f (t), ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

distH({f (t)}, {g(t)}) < ε.

I Ïîòîê ϕ îáëàäàåò îðèåíòèðîâàííûì ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ, åñëè
∀ ε > 0 ∃ d > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ∀ d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g(t)
íàéäóòñÿ òàêèå ðåïàðàìåòðèçàöèÿ α(t) è òðàåêòîðèÿ f (t),
÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dist(f (α(t)), g(t)) < ε, t ∈ R



Ïðîñòðàíñòâî ïîòîêîâ

I S � ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ.
I N � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ áåç òî÷åê ïîêîÿ.
I T � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ, ó êîòîðûõ âñå ïåðèîäè÷åñêèå

òðàåêòîðèè è òî÷êè ïîêîÿ ãèïåðáîëè÷íû.
I KS ⊂ T � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ èç T , ó êîòîðûõ óñòîé÷èâûå

è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è
òî÷åê ïîêîÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.



Òåîðåìà Àîêè-Õàÿøè äëÿ ïîòîêîâ

I Ñóùåñòâóþò ïîòîêè ëåæàùèå â Int1(T ) = T è
íå ÿâëÿþùèåñÿ Ω-óñòîé÷èâûìè. Mane (1987)

I Ìíîæåñòâî Int1(T ∩ N) ñîñòîèò èç
Ω-óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ. Gan, Wen (2006)

I Int1(KS) = S .



Ïðîñòðàíñòâî ïîòîêîâ

I StSP � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ ñî ñòàíäàðòíûì ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ.

I LipSP � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ ñ Ëèïøèöåâûì ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ.

I OrSP � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ ñ îðèåíòèðîâàííûì ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ

I OSP � ìíîæåñòâî ïîòîêîâ ñ îðáèòàëüíûì ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ

I LipSP ⊂ StSP ⊂ OrSP ⊂ OSP

I Int1(LipSP), Int1(StSP), Int1(OrSP), Int1(OSP) � ?



Ðàíåå èçâåñòíûå òåîðåìû

I S ⊂ LipSP Ïèëþãèí (1997)
I Int1(StSP ∩ N) ⊂ S Lee, Sakai (2007)
I Äàííóþ òåîðåìó ìîæíî îáîáùèòü

Int1(OSP ∩ N) ⊂ S



Ïîòîêè êëàññà B

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîòîê ϕ, ïîðîæäåííûé ïîëåì X ,
ïðèíàäëåæèò êëàññó B , åñëè ó íåãî åñòü äâå ãèïåðáîëè÷åñêèå
òî÷êè ïîêîÿ p1 è p2 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(1) â íåóñòîé÷èâîì ñïåêòðå ìàòðèöû ßêîáè DX (p1)

ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñ íàèìåíüøåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
êîìïëåêñíîå � λ1

(2) â óñòîé÷èâîì ñïåêòðå ìàòðèöû ßêîáè DX (p2) ñîáñòâåííîå
÷èñëî ñ íàèáîëüøåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîå �
λ2

(3) cóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
ìíîãîîáðàçèé W u(p2) è W s(p1).



Îñíîâíûå òåîðåìû

I Int1(LipSP) = S

I åñëè dimM ≤ 3, òî

Int1(StSP) = S

I åñëè dimM ≥ 4, òî

Int1(StSP) 6= S

I Int1(OrSP) \ B ⊂ S



Îñíîâíûå òåîðåìû

I Äèôôåîìîðôèçìû
I Int1(OSP) = S

I Ïîòîêè
I Int1(LipSP) = S
I åñëè dim M ≤ 3, òî Int1(StSP) = S
I åñëè dim M ≥ 4, òî Int1(StSP) 6= S
I Int1(OrSP) \ B ⊂ S
I Int1(OSP ∩ N) ⊂ S


