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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Ðîáàñòíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì íåïðåðûâíîãî

âðåìåíè â ñìûñëå ÷óâñòâèòåëüíîñòè èõ âûõîäîâ ê ñòàòèñòè÷åñêè íåîïðåäåëåííûì ñëó÷àéíûì

ïðîöåññàì íà âõîäå.

Íåîïðåäåëåííîñòü êàê îòêëîíåíèå íåòî÷íî èçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âõîäíî-

ãî âîçìóùåíèÿ îò ðàñïðåäåëåíèé ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Îòêëîíåíèå îò íîìèíàëüíîé ìîäåëè èçîòðîïíîãî ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà â òåðìèíàõ ñðåä-

íåé àíèçîòðîïèè âõîäà äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà èñõîäíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîãî îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü äëÿ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé â äèñêðåòíîì è íåïðåðûâíîì

âðåìåíè.

Ïàðàìåòð êîíôîðìíîãî ñîîòâåòñòâèÿ êàê âðåìåííîé ìàñøòàá äëÿ ôèëüòðîâàííûõ âåðñèé

âõîäà è âûõîäà ñèñòåìû, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëüøèé ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèè ñâåðõó íà ñðåäíþþ àíèçîòðîïèþ âõîäà.

Âû÷èñëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïîëó÷àþùåãîñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëîãà àíè-

çîòðîïèéíîé íîðìû ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ

äèñêðåòíîé àíèçîòðîïèéíîé òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ è ôèëüòðàöèè.
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ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ

Ðàññìàòðèâàåìûå ëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû

Ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ

Ïðèìåð ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà áåç ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

Ôèëüòðîâàííûå ïðîöåññû è ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ôèëüòðîâàííûõ ïðîöåññîâ

ÑÊÓ ïî îòíîøåíèþ ê èçîòðîïíîìó ãàóññîâñêîìó áåëîìó øóìó

Êîíôîðìíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêàìè

Ñâåäåíèå ê ÑÊÓ äèñêðåòíîé ñèñòåìû

Àíèçîòðîïèéíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè è íàèõóäøèé ÑÊÓ

Òåîðåòèêî-ýíòðîïèéíàÿ ñòðóêòóðà ñðåäíåé àíèçîòðîïèè

Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèéíàÿ íîðìà íåïðåðûâíîé ñèñòåìû

Ñëîæíîñòè íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåíîñà àíèçîòðîïèéíûõ êîíñòðóêöèé íà íåïðåðûâíîå âðåìÿ

Âû÷èñëåíèå àíèçîòðîïèéíîé íîðìû íåïðåðûâíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

Íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó

Ïðèìåð ðàñ÷åòà äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé àíèçîòðîïèéíîé íîðìû

Çàêëþ÷åíèå
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ÐÀÑÑÌÀÒÐÈÂÀÅÌÛÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ñ âõîäîì W , ñîñòîÿíèåì X è

âûõîäîì Z ñî çíà÷åíèÿìè â Rm, Rn è Rp, ÷üÿ äèíàìèêà ïàðàìåòðèçóåòñÿ ìàòðèöàìè

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n, D ∈ Rp×m,

ïðè÷åì A ãóðâèöåâà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî W , X, Z � ïðîöåññû Èòî îòíîñèòåëüíî îáùåãî ïîòîêà σ-àëãåáð íà

îñíîâíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñâÿçàííûå ëèíåéíûìè íåóïðåæäàþùèìè ñîîòíîøå-

íèÿìè:

X(t) =
∫ t
−∞

e(t−τ)ABdW (τ), Z(t) =
∫ t
−∞

f(t− τ)dW (τ) + f0W (t), t ∈ R, (1)

ãäå

f(τ) := CA−1eτAB, τ > 0 (2)

� çàòóõàþùàÿ ÷àñòü ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû∗ ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé

f ′(τ) = CeτAB, τ > 0,

è

f0 := D − CA−1B (3)

� ìàòðèöà ñòàòè÷åñêîãî óñèëåíèÿ.

∗â äàííîì ñëó÷àå, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ âðåìåíè, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ ïðè τ → +∞
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Ïðîöåññû X, Z â (1) ïîä÷èíÿþòñÿ ëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

(ÑÄÓ)

dX = AXdt+BdW, dZ = CXdt+DdW. (4)

Àíàëîãè÷íî äåòåðìèíèðîâàííûì ëèíåéíûì ïîñòàíîâêàì, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò

X(t) = e(t−s)AX(s) +
∫ t
s

e(t−τ)ABdW (τ), t > s.

Åñëè W � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â Rm, òî ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ Èòî â (1)

îáåñïå÷èâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èíòåãðèðóåìîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé âðåìåíè, ïðè÷åì

E
(∣∣∣∣ ∫ t−∞ f(t− τ)dW (τ)

∣∣∣∣2) =
∫ +∞

0
‖f(τ)‖2Fdτ < +∞, t ∈ R, (5)

â ñèëó èçîìåòðèè Èòî∗, ãäå E(·) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, è ‖ · ‖F � ôðîáåíèóñîâà íîðìà

ìàòðèö.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèðàùåíèÿ W äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âðåìåííîãî îòðåçêà [a, b] îáëàäàþò åäè-

íè÷íûì êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì:

E
( ∫ b

a
ϕ(s)TdW (s)

∫ b
a
ψ(t)TdW (t)

)
=
∫ b
a
ϕ(t)Tψ(t)dt, ϕ, ψ ∈ L2([a, b],Rm). (6)

Åñëè W íå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì, åãî êîâàðèàöèîííûé îïåðàòîð

èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, è ðàâåíñòâà (5), (6) íå âûïîëíÿþòñÿ.

∗È.È.Ãèõìàí, À.Â.Ñêîðîõîä, Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â 3-õ òîìàõ, Ì.: Íàóêà, 1971
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ÐÀÑÑÌÀÒÐÈÂÀÅÌÛÅ ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî W � ïðîöåññ Èòî îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

V â Rm∗, ïîëó÷àåìûé íà âûõîäå íåóïðåæäàþùåé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû (ôîðìè-

ðóþùåãî ôèëüòðà):

W (t) =
∫ t
−∞

g(t− τ)dV (τ) + g0V (t) (7)

ñ ìàòðèöåé ñòàòè÷åñêîãî óñèëåíèÿ g0 ∈ Rm×m è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé çàòóõàþùåé

÷àñòüþ g : R+ → Rm×m ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè:

F G�J �J �JZ V
W

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìèðóþùèå ôèëüòðû G ñ ïðåäñòàâëåíèåì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé:

dξ = αξdt+ βdV, dW = cξdt+ ddV, (8)

ãäå ξ � ïðîöåññ Èòî ñî çíà÷åíèÿìè â Rν (ðàçìåðíîñòü ν ñîñòîÿíèÿ ξ ïðîèçâîëüíà), è

α ∈ Rν×ν, β ∈ Rν×m, c ∈ Rm×ν, d ∈ Rm×m,

ïðè÷åì α ãóðâèöåâà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â (2), (3), ìàòðèöà ñòàòè÷åñêîãî óñèëåíèÿ è çàòó-

õàþùàÿ ÷àñòü ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè â (7) èìåþò âèä

g0 = d− cα−1β, g(τ) = cα−1eταβ, τ > 0.

Ñíîñ cξ â (8) ïðèäàåò ïðîöåññó W ¾âðåìåííóþ îêðàøåííîñòü¿ (çàâèñèìîñòü åãî ïðèðàùåíèé

íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ âðåìåíè), à (â îáùåì ñëó÷àå íåäèàãîíàëüíàÿ) äèôôóçèîí-

íàÿ ìàòðèöà ddT äåëàåò åãî ¾ïðîñòðàíñòâåííî êîððåëèðîâàííûì¿ (çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò

ïðîöåññà â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè).

∗à çíà÷èò, òàêîâû è ñîñòîÿíèå X è âûõîä Z ñècòåìû F ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è Rp, äâèæèìûå ïðîöåññîì W
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåìû F â (4) è ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà G â (8) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

îáîçíà÷àþòñÿ

F ∼
[
A B
C D

]
, G ∼

[
α β
c d

]
.

Èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå

F G

FG

�J �J �JZ V
W

� ñòàöèîíàðíàÿ ëèíåéíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà c òåì æå (÷òî ó ñèñòåìû F ) âûõîäîì Z,

íî ñî ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì V íà âõîäå è ðåàëèçàöèÿìè

FG ∼

 α 0 β
Bc A Bd
Dc C Dd

 ∼
 A Bc Bd

0 α β
C Dc Dd

 (9)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èç ðàñøèðåííûõ ñîñòîÿíèé[
ξ
X

]
,

[
X
ξ

]
.

Åñëè ôîðìèðóþùèé ôèëüòð G èçâåñòåí òî÷íî, òî ïîñòàíîâêà ñ îêðàøåííûì øóìîì ñâîäèòñÿ

ê ñèòóàöèè ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà âõîäå.∗ Îêðàøåííîñòü ñàìà ïî ñåáå íå

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè.

Òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò, åñëè G íåèçâåñòåí � òîãäà ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà FG

ïðèîáðåòàåò âíóòðåííþþ íåîïðåäåëåííîñòü.

∗ïóòåì îáúåäèíåíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû F è âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ W â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé
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ÏÐÈÌÅÐ ÔÎÐÌÈÐÓÞÙÅÃÎ ÔÈËÜÒÐÀ ÁÅÇ ÐÀÑØÈÐÅÍÈß ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

Ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé â FG ïðîèñõîäèò íå âñåãäà. Íàïðèìåð, åñëè ôîðìèðó-

þùèé ôèëüòð G óñòðîåí â âèäå ¾ïàðàçèòè÷åñêîé¿ îáðàòíîé ñâÿçè

dW = LXdt+MdV

ñ ìàòðèöàìè L ∈ Rm×n, M ∈ Rm×m, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ñîñòîÿíèå X ñèñòåìû F ïîñòóïàåò â

ñíîñ LX âîçìóùåíèÿ W , òî

FG ∼
[
A+BL BM
C +DL DM

]
.

Â ýòîì ñëó÷àå, ñèñòåìà F è ôîðìèðóþùèé ôèëüòð G èìåþò îáùåå ñîñòîÿíèå X, äåëàÿ

ðåàëèçàöèè (9) èçáûòî÷íûìè.

F ��
��
+ M

L
∫
Xdt

6N•

-I

�J �J �J �JZ V

X

W

Íåñìîòðÿ íà ñïåöèôè÷íîñòü, òàêîâà ñòðóêòóðà íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àéíûõ âîçìó-

ùåíèé â ðàìêàõ àíèçîòðîïèéíîãî ïîäõîäà ê ñòàòèñòè÷åñêè íåîïðåäåëåííûì ñèñòåìàì.

Ýòî òàêæå äåìîíñòèðóåò ¾ðàçìûòîñòü¿ ãðàíèö ìåæäó âíóòðåííèìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè â

ñèñòåìå è íåîïðåäåëåííîñòÿìè â äèíàìèêå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ.
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ÔÈËÜÒÐÎÂÀÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ È ÏÅÐÅÄÀÒÎ×ÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Îäíîòèïíîå ïðåäñòàâëåíèå âõîäîâ è âûõîäîâ â òåðìèíàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ

îáëåã÷àåò ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîåäèíåíèé ñèñòåì.

Îäíàêî, ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè, íåíóëåâûå ìàòðèöû f0, g0 ñòàòè÷åñêîãî óñèëåíèÿ âåäóò ê

íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó äèñïåðñèé ïðîöåññîâ W , Z ñî âðåìåíåì.

Áîëåå ðåàëèñòè÷íûå (â ñìûñëå äèñïåðñèé) ìîäåëè âõîäîâ è âûõîäîâ ñèñòåìû F è ôîðìèðó-

þùåãî ôèëüòðà G � èõ ôèëüòðîâàííûå àíàëîãè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ÑÄÓ

dVT = −ΩVTdt+
√

2ΩdV, (10)

dWT = −ΩWTdt+
√

2ΩdW, (11)

dZT = −ΩZTdt+
√

2ΩdZ, (12)

îïèñûâàþùèõ àïåðèîäè÷åñêîå èíåðöèîííîå çâåíî ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðîëè ôèëüòðà íèçêèõ

÷àñòîò ñ ïàðàìåòðîì T > 0 âðåìåííîãî ìàñøòàáà è ÷àñòîòîé ñðåçà

Ω :=
1

T
. (13)

Ïðè ýòîì VT , WT , ZT íàñëåäóþò íåãëàäêîñòü òðàåêòîðèé èñõîäíûõ ïðîöåññîâ V , W , Z, íî

ïðèáëèæåííî âîñïðîèçâîäÿò èõ îòíîñèòåëüíî ìåäëåííûå êîìïîíåíòû (íà ÷àñòîòàõ � Ω, ò.å.

íà âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ � T ).
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Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ïîòðàåêòîðíîãî ñãëàæèâàíèÿ, ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò îáåñïå÷èâàåò

àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññîâ VT , WT , ZT .

Áóäó÷è èíèöèàëèçèðîâàííûì â íóëåâîì ñîñòîÿíèè â áåñêîíå÷íî óäàëåííîì ïðîøëîì èëè ñ

èíâàðèàíòíûì ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ÑÄÓ (10) ïîðîæäàåò

ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (ÎÓ) â Rm � ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé äèôôóçèîííûé ïðî-

öåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

E(VT (t)VT (τ)T) = e−Ω|t−τ |Im, t, τ ∈ R,

òàê ÷òî äèñïåðñèÿ

E(|VT (t)|2) = m

ïîñòîÿííà âî âðåìåíè, à T îïèñûâàåò êîððåëÿöèîííîå âðåìÿ ïðîöåññà (õàðàêòåðíîå âðåìÿ

çàòóõàíèÿ êîððåëÿöèé ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïðîöåññà â ðàçíåñåííûå ìîìåíòû âðåìåíè).

Ïîñêîëüêó ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì óñòîé÷èâîé ñèñòåìû â

áåñêîíå÷íî óäàëåííîì áóäóùåì∗, ÑÄÓ (10)�(12) íàäåëÿþòñÿ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè:

VT (0) = 0, WT (0) = 0, ZT (0) = 0.

∗íàñòóïàþùåì ïîñëå çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ â îòâåò íà èõ íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ
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Àñèìïòîòè÷åñêèå âõîäî-âûõîäíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû (4) è ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà (8) ñ

ãóðâèöåâûìè ìàòðèöàìè A, α óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ èõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé

F (s) := C(sIn −A)−1B +D, G(s) = c(sIν − α)−1β + d, (14)

àíàëèòè÷åñêèõ â îêðåñòíîñòè çàìêíóòîé ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè

C+ := {s ∈ C : Re s > 0}.

Êàê è â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

X(0) = 0, ξ(0) = 0,

ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè F , G îïðåäåëÿþò ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ẑ(s) = F (s)Ŵ (s), Ŵ (s) = G(s)V̂ (s)

ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà, ïðèìåíåííûìè ê ïðèðàùåíèÿì âõîäîâ è âûõîäîâ:

V̂ (s) :=
∫ +∞

0
e−stdV (t),

Ŵ (s) :=
∫ +∞

0
e−stdW (t),

Ẑ(s) :=
∫ +∞

0
e−stdZ(t),

ãäå èíòåãðàëû Èòî ñóùåñòâóþò ïðè Re s > 0.
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Îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

V̂T (s) :=
∫ +∞

0
e−stVT (t)dt = Φ(s)V̂ (s),

ŴT (s) :=
∫ +∞

0
e−stWT (t)dt = Φ(s)Ŵ (s),

ẐT (s) :=
∫ +∞

0
e−stZT (t)dt = Φ(s)Ẑ(s)

ôèëüòðîâàííûõ ïðîöåññîâ VT , WT , ZT â (10)�(12) ñâÿçàíû òåìè æå ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöè-

ÿìè:

ẐT (s) = Φ(s)F (s)Ŵ (s)

= F (s)Φ(s)Ŵ (s) = F (s)ŴT (s),

ŴT (s) = Φ(s)G(s)V̂ (s)

= G(s)Φ(s)V̂ (s) = G(s)V̂T (s),

ïîñêîëüêó ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò (ñ ÷àñòîòîé ñðåçà Ω â (13))

Φ(s) :=

√
2Ω

s+ Ω
=

√
2T

1 + Ts
, (15)

áëàãîäàðÿ ñâîåé ñêàëÿðíîñòè, êîììóòèðóåò ñ ëþáîé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåé.
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Ôèëüòðîâàííûå ïðîöåññû ZT , WT , VT ñâÿçàíû òåìè æå âõîäî-âûõîäíûìè îïåðàòîðàìè F , G,

÷òî è Z, W , V :

F

Φ Φ

?H ?H ?H

�J �J�J

Φ

F G

G

�J �J �JZ

ZT

V

VT

W

WT

Îäíàêî èõ äèíàìèêà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (íèæíÿÿ ÷àñòü äèàãðàììû) îïèñûâàåòñÿ íå

ÑÄÓ Èòî, íî ïîòðàåêòîðíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ÎÄÓ)

ẊT = AXT +BWT , ZT = CXT +DWT ,

ξ̇T = αξT + βVT , WT = cξT + dVT ,

ãäå ˙( ) � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.

Ñîñòîÿíèÿ XT , ξT � ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè òðàåêòîðèÿìè,

ñâÿçàííûå ñ èñõîäíûìè ñîñòîÿíèÿìè X, ξ (âåðõíÿÿ ÷àñòü äèàãðàììû) ïîñðåäñòâîì ÎÄÓ

ẊT = −ΩXT +
√

2ΩX, ξ̇T = −ΩξT +
√

2Ωξ,

ãäå íèçêî÷àñòîòíûé ôèëüòð Φ (â îáû÷íîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå) äåéñòâèòåëüíî ïðîèç-

âîäèò ñãëàæèâàíèå.
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ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÓÑÈËÅÍÈß ÔÈËÜÒÐÎÂÀÍÍÛÕ

ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Äëÿ çàäàííîãî T > 0, ÑÊÓ ñèñòåìû F ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â òåðìèíàõ ôèëüòðîâàííûõ

âõîäà è âûõîäà WT , ZT â (11), (12) ïîñðåäñòâîì∗

|||F ||| := lim sup
t→+∞

√√√√ ∫ t
0 E(|ZT (τ)|2)dτ∫ t
0 E(|WT (τ)|2)dτ

, (16)

ãäå èñïîëüçîâàíî îòíîøåíèå ñðåäíèõ ¾ýíåðãèé¿ ýòèõ ïðîöåññîâ íà âðåìåííîì îòðåçêå [0, t].

Ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è â ñèëó íåóïðåæäàþùåé ñòðóêòóðû ñèñòåìû, ôðàãìåíò

ôèëüòðîâàííîãî âûõîäà

ZT |[0,t]
íà îòðåçêå [0, t] ñâÿçàí îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ôðàãìåíòîì

ôèëüòðîâàííîãî âõîäà

WT |[0,t].

Ïðîöåññû WT , ZT àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíû è ïîòîìó êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû ïî âðå-

ìåíè ëèøü ëîêàëüíî.

Áûëî áû îøèáêîé ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå èõ ñðåäíèõ ýíåðãèé íà âñåé âðåìåííîé ïîëóîñè

R+, ïîòîìó ÷òî ∫ +∞

0
E(|WT (τ)|2)dτ = +∞,

∫ +∞

0
E(|ZT (τ)|2)dτ = +∞.

∗òðèâèàëüíûé ñëó÷àé íóëåâûõ âõîäîâ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1 Äëÿ óñòîé÷èâûõ ñèñòåìû (4) è ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà (8), ÑÊÓ (16) èìååò

ìåñòî êàê ïðåäåë

|||F ||| =

√√√√ limt→+∞E(|ZT (t)|2)

limt→+∞E(|WT (t)|2)
=

√√√√∫R Σ(ω)〈Λ(ω), S(ω)〉dω∫
R Σ(ω)TrS(ω)dω

, (17)

ãäå ôóíêöèÿ Σ ñâÿçàíà ñ (15) è çàäàåò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ΣIm ïðîöåññà ÎÓ VT â Rm:

Σ(ω) := |Φ(iω)|2 =
2Ω

Ω2 + ω2
=

2T

1 + (ωT )2
, ω ∈ R. (18)

Çäåñü 〈·, ·〉 � ôðîáåíèóñîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, è ôóíêöèè Λ, S : R → H+
m (ñî

çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå H+
m íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö ïîðÿäêà m)

ñâÿçàíû ñ ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè (14):∗

Λ(ω) := F (iω)∗F (iω), S(ω) := G(iω)G(iω)∗. (19)

�

ÑÊÓ |||F ||| â (17) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíîðìîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè F è êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ

ëþáîé îãðàíè÷åííîé (íå îáÿçàòåëüíî èíòåãðèðóåìîé) ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S.

Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèñóòñòâèåì èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè Σ èç (18) â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ â

ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ. Çàâèñèìîñòü ÑÊÓ îò S áóäåò óêàçûâàòüñÿ íèæíèì èíäåêñîì:

|||F ||| = |||F |||S.

Âåëè÷èíà |||F |||S èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S 7→ κS

ñ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé κ > 0 (îíà ñîêðàùàåòñÿ â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå â (17)):

|||F |||κS = |||F |||S.

∗S � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü âõîäíîãî âîçìóùåíèÿ W , íóëåâûå S èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ
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Åñëè ñèñòåìà F èçîìåòðè÷íà ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû, ò.å. ôóíêöèÿ

Λ â (19) óäîâëåòâîðÿåò Λ(ω) = λIm äëÿ âñåõ ω ∈ R è íåêîòîðîé êîíñòàíòû λ > 0, òî ÑÊÓ

ñâîäèòñÿ ê

|||F |||S =

√√√√∫R Σ(ω)〈λIm, S(ω)〉dω∫
R Σ(ω)TrS(ω)dω

=
√
λ (20)

è íå çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S. Òàêèå ñèñòåìû F íàçûâàþòñÿ ¾ñôåðè÷åñêèìè¿

(à îñòàëüíûå ñèñòåìû � ¾íåñôåðè÷åñêèìè¿).

Â îáùåì ñëó÷àå, íåðàâåíñòâà

λmin(L)TrM 6 〈L,M〉 6 λmax(L)TrM

äëÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö L, M ïðè óñëîâèè M < 0 âåäóò ê

inf
ω∈R

√
λmin(Λ(ω)) 6 |||F |||S 6 sup

ω∈R

√
λmax(Λ(ω)) = ‖F‖∞, (21)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü � H∞-íîðìà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè, òàê ÷òî (20) � ÷àñòíûé ñëó÷àé (21).

Åñëè ðàçìåðíîñòè âõîäà è âûõîäà óäîâëåòâîðÿþò p < m, òî det Λ(ω) = 0 â (19) íà ëþáîé

÷àñòîòå ω ∈ R, è ëåâàÿ ÷àñòü (21) îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòÿõ, âåëè÷èíå |||F |||S äîñòóïíî ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå â

(21) ïóòåì íàäëåæàùåãî âûáîðà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2 Äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû (4), ïðè ëþáîì µ, óäîâëåòâîðÿþùåì

inf
ω∈R

√
λmin(Λ(ω)) 6 µ 6 ‖F‖∞

â (21), è ëþáîì ε > 0, ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü S (ñâÿçàííàÿ ñ

íåêîòîðûì óñòîé÷èâûì ôîðìèðóþùèì ôèëüòðîì (8)), òàêàÿ ÷òî

||||F |||S−µ| < ε. �

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî (ïðè îòñóòñòâèè ñïåöèàëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñïåê-

òðàëüíóþ ïëîòíîñòü S) âåðõíÿÿ ãðàíèöà â (21) íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà:

sup
S
|||F |||S = ‖F‖∞,

ïðè÷åì ñóïðåìóì ìîæíî ñóçèòü äî êëàññà ðàöèîíàëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé S. Îäèí
èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Sγ(ω) :=
γ

π

(
1

γ2 + (ω − ω0)2
uu∗+

1

γ2 + (ω + ω0)2
uuT

)
, γ > 0, u ∈ Cm \ {0}. (22)

Â ñèëó ñëàáîé ñõîäèìîñòè∗ ïðè γ → 0+ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

1

π

γ

γ2 + (ω − ω0)2

ê àòîìàðíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå, ñîñðåäîòî÷åííîé â ω0 (àíàëîãè÷íî äëÿ −ω0), ñïåêòðàëüíàÿ

ïëîòíîñòü (22), êàê ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ,† ñõîäèòñÿ ê

lim
γ→0+

Sγ(ω) = δ(ω − ω0)uu∗+ δ(ω + ω0)uuT.

Â êà÷åñòâå u èñïîëüçóåòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû Λ(ω0), ñâÿçàííûé ñ åå íàèáîëüøèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Òàêèå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ¾êîíöåíòðèðóþò ýíåðãèþ¿ â îêðåñòíîñòè îïðåäåëåííûõ ÷à-

ñòîò è â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ â Cm.
∗Ï.Áèëëèíãñëè, Ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, Ì.: Íàóêà, 1977
†Â.Ñ.Âëàäèìèðîâ, Îáîáùåííûå ôóíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, Ì.: Íàóêà, 1979
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ÑÊÓ ÏÎ ÎÒÍÎØÅÍÈÞ Ê ÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌÓ ÃÀÓÑÑÎÂÑÊÎÌÓ ÁÅËÎÌÓ ØÓÌÓ

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî áåëîãî øóìà, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü W � ïîñòîÿííàÿ ñêàëÿðíàÿ

ìàòðèöà:

S(ω) = κIm, ω ∈ R, (23)

ãäå κ > 0 � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Â ýòîì ñëó÷àå, ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîí-

ñòàíòû, W � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ∗, à åãî ôèëüòðîâàííàÿ âåðñèÿ WT � ïðîöåññ

ÎÓ.

ÑÊÓ ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä âçâåøåííîé H2-íîðìû
† ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè F :

|||F |||κIm = |||F |||Im =

√√√√∫R Σ(ω)TrΛ(ω)dω

m
∫
R Σ(ω)dω

=

√
1

2πm

∫
R

Σ(ω)TrΛ(ω)dω =

√
1

2πm

∫
T

TrΛ
(

Ω tan
ϕ

2

)
dϕ. (24)

Èñïîëüçîâàíû
∫
R Σ(ω)dω = 2π äëÿ ôóíêöèè Σ â (18) è ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ÷àñòîòû:

ω = Ω tan
ϕ

2
, ϕ := 2 arctan(ωT ), (25)

â ñèëó ÷åãî,

∂ωϕ = Σ(ω), Σ(ω)dω = dϕ,

ãäå íîâàÿ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ϕ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå

T := (−π, π), (26)

îòîæäåñòâëÿåìîì ñ îäíîìåðíûì òîðîì èëè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ {z ∈ C : |z| = 1} \ {−1}
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðîêîëîòîé â −1.
∗è ïîëó÷àåòñÿ èç V ïðè g = 0, g0 =

√
κIm â (7)

†B.A.Francis, A Course in H∞-Control Theory, Springer, Berlin, 1987
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Ïðè T → +∞ (ò.å. Ω→ 0+), ïðîöåññ ÎÓ WT ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå êîððåëèðîâàííûì, è ñïåê-

òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü Σ(ω) â (18) (êàê ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ) ñõîäèòñÿ ê 2πδ(ω).

Òàêîé ïðîöåññ äåéñòâóåò íà ñèñòåìó ïî ñóùåñòâó êàê ïîñòîÿííûé âõîä. Ïðåäåë

lim
T→+∞

|||F |||Im = lim
Ω→0+

|||F |||Im =

√
1

m
TrΛ(0) =

1
√
m
‖f0‖F, (27)

ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì ê ÑÊÓ (24) òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, èñïîëü-

çóåò ìàòðèöó ñòàòè÷åñêîãî óñèëåíèÿ f0 = F (0) ñèñòåìû ââèäó (3), (14).

Àíàëîãè÷íî, êîãäà âðåìÿ êîððåëÿöèè T ïðîöåññà ÎÓ WT íà âõîäå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ò.å.

Ω → +∞), ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü (18) ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé (Σ(ω) ≈ 2T ) â

ðàñøèðÿþùåìñÿ ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå |ω| � Ω, è ÑÊÓ (24) ñõîäèòñÿ ê

lim
T→0+

|||F |||Im = lim
Ω→+∞

|||F |||Im =

√
1

m
Tr lim

ω→∞Λ(ω) =
1
√
m
‖D‖F. (28)

Ïðåäåëû â (27), (28) íå ñâîäÿòñÿ ê îáû÷íîé H2-íîðìå

‖F‖2 :=

√
1

2π

∫
R

TrΛ(ω)dω, (29)

êîòîðàÿ êîíå÷íà ëèøü ïðè D = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïðåäåë (28) îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðè÷åì

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÑÊÓ èìååò âèä

|||F |||Im =

√
T

πm

∫
R

TrΛ(ω)

1 + (ωT )2
dω ∼ ‖F‖2

√
2T

m
, T → 0+,

ãäå èñïîëüçîâàíî (18) â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì

lim
T→0

∫
R

TrΛ(ω)

1 + (ωT )2
dω = 2π‖F‖22,

âûòåêàþùèì èç (29) ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè.
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Ïðåäåëû (27), (28) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èçîòðîïíîãî áåëîãî øóìà ïðîÿâëÿþòñÿ, êîãäà

âðåìåííîé ïàðàìåòð T ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò âåëèê, èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ìàë â ñðàâíåíèè

ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå F , ñîñòàâëÿþùèìè ìíîæåñòâî

T :=
{

1
|λ| : λ ∈ S

}
,

ãäå S � ñïåêòð ãóðâèöåâîé ìàòðèöû A. Âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé

T � max T = ρ(A−1), T � min T =
1

ρ(A)
(30)

(ρ(·) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ) ïîêàçûâàåò ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîöåññ ÎÓ WT ñèëüíî êîððåëèðîâàí-

íûì èëè ïî÷òè áåëûì äëÿ ñèñòåìû.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ýòîãî ñðàâíåíèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ èìååò ëèøü

îäèí âðåìåííîé ïàðàìåòð T (êîòîðûé îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíóþ øèðèíó Ω ýôôåêòèâíîãî ÷à-

ñòîòíîãî äèàïàçîíà ïðîöåññà ÎÓ), òîãäà êàê áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àéíûå âõîäû ìîãóò îáëàäàòü

è íåñêîëüêèìè ìàñøòàáàìè âðåìåíè, ïîäîáíî ñàìîé ñèñòåìå F .

Ðàññìîòðåííîå ïîâåäåíèå ÑÊÓ ïî îòíîøåíèþ ê èçîòðîïíûì áåëûì øóìàì íà âõîäå êà÷å-

ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè∗ íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâà â èõ îïðåäåëåíè-

ÿõ.

Â äèñêðåòíûõ ïîñòàíîâêàõ, ÷àñòîòíûé äèàïàçîí îãðàíè÷åí è ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ èí-

òåðâàëîì T â (26), òîãäà êàê ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ìîãóò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëü-

íî áûñòðûå ñîñòàâëÿþùèå (ñ ïðîèçâîëüíî ìàëûìè âðåìåííûìè ìàñøòàáàìè, ò.å. âûñîêèìè

÷àñòîòàìè) è èìåòü áåñêîíå÷íûé ÷àñòîòíûé äèàïàçîí.

Â òî æå âðåìÿ, ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå â (24) èñïîëüçóåò H2-íîðìó äèñêðåòíîé ïåðåäàòî÷-

íîé ôóíêöèè, ñâÿçàííîé ñ (14) êîíôîðìíûì ñîîòâåòñòâèåì, êîòîðîå ïðèìåíèìî íå òîëüêî â

ñëó÷àå áåëîãî øóìà.
∗È.Ã.Âëàäèìèðîâ, À.Ï.Êóðäþêîâ, À.Â.Ñåìåíîâ, Àíèçîòðîïèÿ ñèãíàëîâ è ýíòðîïèÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñè-
ñòåì, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê, Ò. 342 (1995), Ñ. 583�585

20



ÊÎÍÔÎÐÌÍÎÅ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÅ ÌÅÆÄÓ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀÌÈ

Ðàññìîòðèì èíâîëþòèâíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå (ìîäèôèöèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå

Êýëè)∗

K(z) =
1− z
1 + z

(31)

ìåæäó îòêðûòûì åäèíè÷íûì êðóãîì è îòêðûòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòüþ:

{z ∈ C : |z| < 1}, {s ∈ C : Re s > 0}.

Ýòè äâå îáëàñòè â C ñîîòâåòñòâóþò ïîñòàíîâêàì ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Îòîáðàæåíèå K � ãëàäêàÿ áèåêöèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ïðîêîëîòîé â −1, íà ìíèìóþ

îñü:

K(eiϕ) = −i tan
ϕ

2
, ϕ ∈ T. (32)

Ýòî ñâîéñòâî íàñëåäóåòñÿ è ìàñøòàáèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì ΩK ïðè ëþáîì Ω > 0. Êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå ΩK çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð Ψ, ïåðåâîäÿùèé ïåðåäàòî÷íûå ôóíê-

öèè F , G ñèñòåìû è ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà (14) â ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè

FT (z) := F (ΩK(z)), GT (z) := G(ΩK(z)), (33)

àíàëèòè÷åñêèå â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå |z| < 1 è ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâûì ëèíåéíûì

äèñêðåòíûì ñèñòåìàì.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 2 â ΩK, îïåðàòîð Ψ � ïðåîáðàçîâàíèå Òàñòèíà† ëèíåéíîé íåïðå-
ðûâíîé ñèñòåìû â ëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó è íàîáîðîò.‡

∗Á.Â.Øàáàò, Ââåäåíèå â êîìïëåêñíûé àíàëèç, â 2-õ òîìàõ, Ì.: Íàóêà, 1976
†C.Bissel, A history of automatic control, Springer Handbook of Automation, S.Y.Nof (Ed.), 2009, Springer, pp. 53�69
‡áóäó÷è èíâîëþöèåé, K ñîâïàäàåò ñî ñâîèì îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì K−1
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3 Äëÿ óñòîé÷èâûõ ñèñòåìû (4) è ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà (8), ÑÊÓ (17) äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå

|||F |||S =

√√√√∫T〈ΛT (ϕ), ST (ϕ)〉dϕ∫
T TrST (ϕ)dϕ

, (34)

ãäå ôóíêöèè ΛT , ST : T→ H+
m ñâÿçàíû ñ FT , GT àíàëîãè÷íî (19):

ΛT (ϕ) := FT (eiϕ)∗FT (eiϕ) = Λ
(
−Ω tan

ϕ

2

)
, (35)

ST (ϕ) := GT (eiϕ)GT (eiϕ)∗ = S
(
−Ω tan

ϕ

2

)
. (36)

�

Ïðàâûå ðàâåíñòâà â (35), (36) âûòåêàþò èç (32). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò çàìåíó

ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ (25) è ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ Σ ïðîöåññà ÎÓ â

(18) è ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ K â (31):

i∂ω lnK(iωT ) = −
2T

(iωT )2 − 1
= Σ(ω).

Ôóíêöèÿ ST â (36) ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ íåêîòîðîé ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé

ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè $ := ($k)k∈Z â Rm ñ íóëåâûì ñðåäíèì, èíäåêñèðîâàííîé ìíî-

æåñòâîì öåëûõ ÷èñåë Z. Åå ýëåìåíòû èìåþò ïîñòîÿííóþ äèñïåðñèþ (â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè)

E(|$k|2) =
1

2π

∫
T

TrST (ϕ)dϕ, k ∈ Z. (37)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü $ � âûõîä ëèíåéíîãî äèñêðåòíîãî ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà ñ ïåðåäà-

òî÷íîé ôóíêöèåé GT â (33), âõîä êîòîðîãî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà

υ := (υk)k∈Z â Rm ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé:

Eυk = 0, E(υjυ
T
k ) = δjkIm, j, k ∈ Z. (38)

Â òî æå âðåìÿ, $ � âõîä ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé FT â (33):

F

Φ Φ

H H

Ψ Ψ

?H ?H ?H

�J

�J

�J

�J

�J

�J

Φ

F

FT

G

G

GT

�J �J �JZ

ZT

ζ

V

VT

υ

W

WT

$

Âûõîä ñèñòåìû FT � ñòàöèîíàðíàÿ ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζ := (ζk)k∈Z â Rp ñ íó-

ëåâûì ñðåäíèì, ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

FT (eiϕ)ST (ϕ)FT (eiϕ)∗

è äèñïåðñèåé

E(|ζk|2) =
1

2π

∫
T
〈ΛT (ϕ), ST (ϕ)〉dϕ, k ∈ Z. (39)
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ÑÂÅÄÅÍÈÅ Ê ÑÊÓ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Â ñèëó (37), (39), ÑÊÓ (34) èñõîäíîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû F ñîâïàäàåò ñ ÑÊÓ åå äèñêðåòíîãî

àíàëîãà FT :

|||F |||S =

√√√√∫T〈ΛT (ϕ), ST (ϕ)〉dϕ∫
T TrST (ϕ)dϕ

=

√√√√ E(|ζ0|2)

E(|$0|2)
= |||FT |||ST , (40)

ãäå, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, äèñïåðñèè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå âçÿòû â íà÷àëüíûé ìîìåíò

äèñêðåòíîãî âðåìåíè ââèäó ñòàöèîíàðíîñòè.∗

Ïðàâàÿ ÷àñòü (40)† çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S ïðîöåññà W ñ íåïðåðûâíûì âðå-

ìåíåì ÷åðåç åå äèñêðåòíûé àíàëîã ST â (36) è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà äëÿ çàäàííîé S êàê â

íåïðåðûâíîì, òàê è äèñêðåòíîì âðåìåíè áëàãîäàðÿ êîíôîðìíîìó ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó ýòèìè

ïîñòàíîâêàìè (çàâèñÿùåìó îò ïàðàìåòðà T ).

Íàïðèìåð, åñëè W � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé

êîíñòàíòû (ñëó÷àé èçîòðîïíîãî áåëîãî øóìà (23)), òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ST â (36)

ÿâëÿåòñÿ òîé æå ïîñòîÿííîé ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé, à $ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãàóññîâñêîãî

áåëîãî øóìà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñêàëÿðíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Â ýòîì ñëó÷àå, (40)

ïðèíèìàåò âèä (24).

∗â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, èçëèøíå ðàññìàòðèâàòü ÷åçàðîâñêèå ñðåäíèå òàêèõ ìîìåíòîâ, êàê äèñïåðñèè, âìåñòî
èõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé
†êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÑÊÓ äèñêðåòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè FT ïî îòíîøåíèþ ê ñòàöèîíàðíûì ãàóññîâñêèì
ñëó÷àéíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì $ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ST
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ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÉÍÀß ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍ-
ÍÎÑÒÈ È ÍÀÈÕÓÄØÈÉ ÑÊÓ

Åñëè âõîä W ñèñòåìû F � ñòàòèñòè÷åñêè íåîïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå (ïîëó÷àå-
ìîå íà âûõîäå íåòî÷íî èçâåñòíîãî ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà G), ÷üÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
S èçâåñòíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîìó êëàññó S, òî ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ íàèõóäøèé ÑÊÓ ñèñòåìû

|||F |||S := sup
S∈S
|||F |||S. (41)

Íàïðèìåð, êëàññ S ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â òåðìèíàõ îòêëîíåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè S
îò ïîñòîÿííûõ ñêàëÿðíûõ ìàòðèö, êàêîâîé S áûëà áû â ìîäåëüíîì ñëó÷àå èçîòðîïíîãî áåëîãî
øóìà (23). Òàêîå îòêëîíåíèå îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ñðåäíåé àíèçîòðîïèåé∗ ñòàöèîíàðíîé
ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè $ â Rm, ïðèíèìàþùåé, â ñèëó (36), (37), âèä

AT (S) := Ā(ST ) = −
1

2
ln det

(
m

E(|$0|2)
Γ
)

= −
1

4π

∫
T

ln det
(

m

E(|$0|2)
ST (ϕ)

)
dϕ

= −
1

4π

∫
R

Σ(ω) ln det
(

2πm∫
R Σ(λ)TrS(λ)dλ

S(ω)
)

dω

= −
T

2π

∫
R

1

1 + (ωT )2
ln det

(
πm

T
∫
R

TrS(λ)
1+(λT )2dλ

S(ω)
)

dω. (42)

Ýòà âåëè÷èíà êîíå÷íà è íåîòðèöàòåëüíà, åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü S óäîâëåòâîðÿåò∫
T

ln detST (ϕ)dϕ = 2T
∫
R

ln detS(ω)

1 + (ωT )2
dω > −∞, (43)

âûïîëíåíèå êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âûáîðà T > 0. Êðîìå òîãî, AT (S) èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé S(ω) 7→ λU(iω)S(ω)U(iω)∗ äëÿ ëþáûõ λ > 0 è ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé
U ñèñòåì ïîëíîãî ïðîïóñêàíèÿ (ò.å. ìàòðèöà U(iω) óíèòàðíà íà âñåõ ÷àñòîòàõ ω ∈ R).
∗È.Ã.Âëàäèìèðîâ, À.Ï.Êóðäþêîâ, À.Â.Ñåìåíîâ, Àíèçîòðîïèÿ ñèãíàëîâ è ýíòðîïèÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñè-
ñòåì, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê, Ò. 342 (1995), Ñ. 583�585
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Ïîñêîëüêó ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ GT â (33) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Õàðäè ôóíêöèé ñî

çíà÷åíèÿìè â Cm×m, àíàëèòè÷åñêèõ â îòêðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóå-

ìûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî (43) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî detGT (eiϕ) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ

ϕ ∈ T.

Ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå âíóòðåííå-âíåøíåé ôàêòîðèçóåìîñòè∗ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ST â

(36) âûðàæàåò îòñóòñòâèå ëèíåéíûõ ñâÿçåé ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ $k â
îäèí è òîò æå èëè ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïîëíîé íåïðåäñêàçóåìîñòüþ†

òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ñìûñëå íåâûðîæäåííîñòè óñëîâíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

Γ := cov($k | Fk−1) (44)

(íåñëó÷àéíîé â ðàññìàòðèâàåìîì ãàóññîâñêîì ñëó÷àå) îòíîñèòåëüíî ïðåäûñòîðèè ($j)j<k
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè $, ãäå

Fk := σ{$k, $k−1, $k−2, . . .}

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ σ-àëãåáðà. Ýòà ñâÿçü âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñåãå‡�

ln det Γ = lim
N→+∞

(
1

N
ln det cov($0:N−1)

)
=

1

2π

∫
T

ln detST (ϕ)dϕ,

ãäå

$0:N−1 := ($k)06k<N (45)

� öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñî çíà÷åíèÿìè â RmN , áëîêè êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöû êîòîðîãî ñâÿçàíû ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ST :

E($j$
T
k ) =

1

2π

∫
T

ei(j−k)ϕST (ϕ)dϕ.

∗G.T.Wilson, The factorization of matricial spectral densities, SIAM J. Appl. Math., vol. 23, no. 4, 1972, pp. 420�426
†Þ.À.Ðîçàíîâ, Ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, Ì.: Íàóêà, 1990
‡À.Í.Êîëìîãîðîâ, Èíòåðïîëèðîâàíèå è ýêñòðàïîëèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, Èçâ.
ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 1941, òîì 5, âûïóñê 1, 3�14

�U.Grenander, G.Szeg�o, Toeplitz Forms and Their Applications, University of California Press, Berkeley, Los-Angeles,
1958
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ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÝÍÒÐÎÏÈÉÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÑÐÅÄÍÅÉ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÈ

Â ïðèìåíåíèè ê ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè $ ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-

ñòüþ ST , ôóíêöèîíàë ñðåäíåé àíèçîòðîïèè â (42) ïðîèñõîäèò èç ïðåäåëüíûõ òåîðåì [ÂÊÑ1995,

ÂÄÊ2006]

lim
N→+∞

A◦(fN)

N
= lim

N→+∞
A($0:N−1)

N
= Ā(ST ).

Çäåñü èçíà÷àëüíûé ¾ñôåðè÷åñêèé¿ ôóíêöèîíàë àíèçîòðîïèè

A◦(fN) := D(fN‖UmN) = E ln qN(fN) =
∫
SmN

qN(u) ln qN(u)UmN(du)

� îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà ðàñïðåäåëåíèÿ åäèíè÷íîãî ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà

fN :=
1

|$0:N−1|
$0:N−1

ñ ïëîòíîñòüþ qN : SmN → R+ îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ UmN íà åäèíè÷íîé

ñôåðå SmN := {u ∈ RmN : |u| = 1}. Ââåäåííûé ïîçäíåå äðóãîé ôóíêöèîíàë àíèçîòðîïèè∗

A($0:N−1) := min
λ>0

D($0:N−1‖NλImN)

=
mN

2
ln
(

2πe

mN
E(|$0:N−1|2)

)
− h($0:N−1)

= −
1

2
ln det

(
m

E(|$0|2)
E($0:N−1$

T
0:N−1)

)
(46)

� ìèíèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà $0:N−1 â (45)

îòíîñèòåëüíî èçîòðîïíûõ ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé NλImN â RmN ñ íóëåâûì ñðåäíèì è

ñêàëÿðíûìè êîâàðèàöèîííûìè ìàòðèöàìè λImN . Çäåñü h(·) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ

(îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ëåáåãîâîé ìåðû), âû÷èñëÿåìàÿ ÿâíî äëÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåê-

òîðîâ.
∗íàâåÿííûé ïîõîæåé (íî îäíîìåðíîé) êîíñòðóêöèåé èç H.-P.Bernhard, A tight upper bound on the gain of linear
and non-linear predictors for stationary stochastic processes, IEEE Trans. Sign. Proc., vol. 46, 1998, pp. 2909�2917
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ÄÂÓÕÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÉÍÀß ÍÎÐÌÀ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÑÈ-

ÑÒÅÌÛ

Áóäó÷è âñåãäà íåîòðèöàòåëüíîé, ñðåäíÿÿ àíèçîòðîïèÿ AT (S) â (42) îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü

åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ST (à çíà÷èò è S â ñèëó (36)) � ïîñòîÿííàÿ ñêàëÿðíàÿ ìàòðè-

öà, ò.å. êîãäà âõîäíîå âîçìóùåíèå W � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ òî÷íîñòüþ äî

ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.

Êàê è äëÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü AT (S) (â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ

îòêëîíåíèÿ âõîäíûõ âîçìóùåíèé îò íîìèíàëüíîé ìîäåëè èçîòðîïíîãî ãàóññîâñêîãî áåëîãî

øóìà) äëÿ îäíîãî èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ êëàññà íåîïðåäåëåííîñòè S â (41):

ST,a := {S : R→ Cm×m : AT (S) 6 a}. (47)

Ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç òåõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé S âõîäíîãî ïðîöåññà W , ÷üè äèñêðåòíûå

àíàëîãè ST â (36) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ ñâåðõó íà ñðåäíþþ àíèçîòðîïèþ (42) ñîîò-

âåòñòâóþùåé ãàóññîâñêîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè $ ñ äèñïåðñèåé (37). Ïîñêîëüêó

S 7→ ST � áèåêöèÿ, òî íàèõóäøèé ÑÊÓ (41), ñâÿçàííûé ñ (47), ïðèíèìàåò âèä

|||F |||T,a := sup
S∈ST,a

|||F |||S = sup
S∈ST,a

√√√√∫T〈ΛT (ϕ), ST (ϕ)〉dϕ∫
T TrST (ϕ)dϕ

= |||FT |||a (48)

è ñîâïàäàåò ñ a-àíèçîòðîïèéíîé íîðìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû FT . Ïîñëåäíÿÿ íîðìà (à çíà÷èò

è äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ (T, a)-àíèçîòðîïèéíàÿ íîðìà |||F |||T,a èñõîäíîé ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷å-

ñêîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì) äîïóñêàåò âû÷èñëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.
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ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÍÅÏÎÑÐÅÄÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÉÍÛÕ ÊÎÍ-
ÑÒÐÓÊÖÈÉ ÍÀ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÅ ÂÐÅÌß

Ñêàçàííîå âûøå î ôóíêöèîíàëàõ àíèçîòðîïèè ïîÿñíÿåò íå òîëüêî ïðèñóòñòâèå òàì ëîãàðèô-

ìîâ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö (âîçíèêàþùèõ èç ïðåäåëüíûõ òåîðåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîé ýíòðîïèè ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïåêòðîâ

òåïëèöåâûõ ôîðì), íî è òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííóþ ïðèðîäó ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïîñëåäíåå � áëàãîäàðÿ ñâÿçÿì îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ñ øýííîíîâñêèìè òåîðåìàìè êîäè-

ðîâàíèÿ (íàïðèìåð, î ìèíèìàëüíîé ñðåäíåé äëèíå êîäîâîãî ñëîâà äëÿ ïðåôèêñíûõ êîäîâ ïðè

ïåðåäà÷å ñëó÷àéíîãî ñîîáùåíèÿ) è ðîëüþ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè êàê ÷ëåíà àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîëìîãîðîâñêîé ε-ýíòðîïèè∗ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ε→ 0+.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, àíèçîòðîïèéíûå êîíñòðóêöèè áûëè áû èñêóññòâåííûìè (è áûëî áû

íåïîíÿòíî, ÷åì èõ ñïåöèôè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âûäåëÿåòñÿ íà ôîíå äðóãèõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ

ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè).

Äëÿ ïîñòàíîâîê àíèçîòðîïèéíîé òåîðèè, èñõîäÿùåé èç ôóíêöèîíàëîâ àíèçîòðîïèè, èñïîëü-

çóþùèõ êîíå÷íîìåðíûå ñôåðû è êîíå÷íûå ôðàãìåíòû ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñó-

ùåñòâåííà äèñêðåòíîñòü âðåìåíè.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ñôåðå â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå† íå èìå-
åò àíàëîãà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé ñôåðû (÷òî ñâÿçàíî ñ åå íåêîìïàêòíîñòüþ). Ïîäîáíàÿ

íåïåðåíîñèìîñòü èìååò ìåñòî è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè.

Íåëüçÿ ïåðåíîñèòü ðåçóëüòàòû ñ äèñêðåòíîãî âðåìåíè íà íåïðåðûâíîå ôîðìàëüíîé çàìåíîé

êîíå÷íîãî ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà T íà R óæå ïîòîìó, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ñïåêòðàëüíàÿ

ïëîòíîñòü S è ln detS íå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî èíòåãðèðóåìûìè.
∗È.Ì.Ãåëüôàíä, À.Í.Êîëìîãîðîâ, À.Ì.ßãëîì, Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè è ýíòðîïèÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé, Òðóäû III Âñåñîþçíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà, ò. 3, Ì.: ÀÍ ÑÑÑÐ, 1958, Ñ. 300�320
†êàê åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ìåðà Õààðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
âðàùåíèé
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Òåì íå ìåíåå, ýíòðîïèéíûå êîíñòðóêöèè èçâåñòíû è äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì.

Íàïðèìåð, â ðàìêàõ äèíàìèêè âõîäíîãî âîçìóùåíèÿ

dW = hdt+ ddV (49)

âèäà (8) (íî ñ áîëåå îáùèì ñíîñîì h) ïðè det d 6= 0, òåîðåìà Ãèðñàíîâà∗ äàåò ïðîèçâîäíóþ

Ðàäîíà-Íèêîäèìà

Q(t) := e
∫ t

0 h(τ)(ddT)−1dW (τ)−1
2

∫ t
0 |d
−1h(τ)|2dτ , t > 0, (50)

âåðîÿòíîñòíîãî çàêîíà ïðîöåññà W íà âðåìåííîì îòðåçêå [0, t] îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîé âå-

ðîÿòíîñòíîé ìåðû P∗ (ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E∗), êîòîðàÿ ñ÷èòàåò åãî âèíåðîâñêèì

ïðîöåññîì ñ òîé æå äèôôóçèîííîé ìàòðèöåé ddT.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Íîâèêîâà

E∗e
1
2

∫ t
0 |d
−1h(τ)|2dτ < +∞,

ïðîöåññ Q � ìàðòèíãàë c òî÷êè çðåíèÿ P∗.

Îòíîñèòåëüíî æå èñòèííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P (ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E), ýòî íå

òàê, ïðè÷åì

EQ(t) = Ee
∫ t

0 |d
−1h(τ)|2dτ .

∗È.Â.Ãèðñàíîâ, Î ïðåîáðàçîâàíèè îäíîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíîé
çàìåíû ìåðû, Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 5:3 (1960), 314�330
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Ïðåäñòàâëåíèå (50) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ýíòðîïèþ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ W

íà îòðåçêå âðåìåíè [0, t] îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîé ìåðû:

D(W |[0,t]‖P∗) := E lnQ(t)

=
1

2

∫ t
0
E(|d−1h(τ)|2)dτ. (51)

Òî, ÷òî ìîäåëüíàÿ ìåðà P∗ èñïîëüçóåò òó æå äèôôóçèîííóþ ìàòðèöó ddT (ïðåäïîëàãàÿ

îòñóòñòâèå ñíîñà) â äèíàìèêå W , ñóùåñòâåííî äëÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè òàêèõ ìåð.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñèíãóëÿðíîñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû, êîòîðàÿ ñ÷èòàåò W ñòàíäàðòíûì âè-

íåðîâñêèì ïðîöåññîì (èëè âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñî ñêàëÿðíîé äèôôóçèîííîé ìàòðèöåé,

îòëè÷àþùåéñÿ îò ddT è ñîîòâåòñòâóþùåé èçîòðîïíîìó ãàóññîâñêîìó áåëîìó øóìó) íå ïîç-

âîëÿåò ïåðåíåñòè (46) íà íåïðåðûâíîå âðåìÿ.

Âåëè÷èíà

θ(τ) =
m

E(|d−1h(τ)|2)

â (51) êà÷åñòâåííî îïèñûâàåò ëîêàëüíûé ìàñøòàá âðåìåíè, íà êîòîðîì ñíîñ è ìàðòèíãàëüíàÿ

÷àñòü â (49) âíîñÿò â ïðèðàùåíèå ïðîöåññà W ñðàâíèìûé âêëàä (íà óðîâíå âòîðûõ ìîìåíòîâ)

ââèäó ñîîòíîøåíèÿ

E(|V (t)− V (τ)|2) = m|t− τ |, t, τ ∈ R,

äëÿ ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà V â Rm. Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ

D(W |[0,t]‖P∗) =
m

2

∫ t
0

dτ

θ(τ)

ñòàíîâèòñÿ áîëüøîé, êîãäà t ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ýòî õàðàêòåðíîå âðåìÿ.
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÉÍÎÉ ÍÎÐÌÛÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Â ÏÐÎ-

ÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (13), (14), (31), ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ FT â (33) ïðèíèìàåò âèä

FT (z) = C

(
Ω

1− z
1 + z

In −A
)−1

B +D = zCT (In − zAT )−1BT +DT (52)

(ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ñ z-ïðåîáðàçîâàíèåì FT (1/z)) è îòâå÷à-

åò äèñêðåòíîé ñèñòåìå

xk+1 = ATxk +BT$k, ζk = CTxk +DT$k (53)

ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîñòîÿíèé x := (xk)k∈Z â Rn è ìàòðèöàìè

AT := (In + TA)(In − TA)−1, BT := T (In − TA)−1B, (54)

CT := 2C(In − TA)−1, DT := TC(In − TA)−1B +D. (55)

Ñèñòåìà (53) ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ èñõîäíûõ ÑÄÓ (4) ìåòîäîì òðàïåöèé ñ øàãîì 2T .∗ Ñîîòíîøåíèÿ (54), (55) ïðè ôèêñè-

ðîâàííîì T > 0 îïèñûâàþò ãëàäêóþ áèåêöèþ

Υ : (A,B,C,D) 7→ (AT , BT , CT , DT )

ìåæäó îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ÷åòâåðîê ìàòðèö, òàêèõ ÷òî A ãóðâèöåâà è ρ(AT ) < 1. Îá-

ðàòíîå îòîáðàæåíèå Υ−1 : (AT , BT , CT , DT ) 7→ (A,B,C,D) èìååò âèä

A = Ω(In +AT )−1(AT − In), B = 2Ω(In +AT )−1BT , (56)

C = CT (In +AT )−1, D = DT − CT (In +AT )−1BT . (57)

Ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (52), (54)�(57), èìåþò ìåñòî è äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè GT
äèñêðåòíîãî ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà â (33).

∗òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòü âðåìåííîãî ïàðàìåòðà T â ñìûñëå âòîðîãî èç ñîîòíîøåíèé (30)
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ÒÅÎÐÅÌÀ 4 Äëÿ óñòîé÷èâîé íåñôåðè÷íîé ñèñòåìû (4), åå (T, a)-àíèçîòðîïèéíàÿ íîðìà

(48) (ïðè ëþáûõ çàäàííûõ T > 0, a > 0) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

|||F |||T,a =

√√√√1

q

(
1−

m

Tr(LTPTL
T
T +M2

T )

)
. (58)

Íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà PT = PT
T ∈ Rn×n � ãðàìèàí óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (AT+

BTLT , BTMT ), ÿâëÿþùèéñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

PT = (AT +BTLT )PT (AT +BTLT )T +BTM
2
TB

T
T , (59)

ãäå AT , BT , CT , DT äàþòñÿ (54), (55), à LT ∈ Rm×n, MT = MT
T ∈ Rm×m (ïðè÷åì MT � 0) ñâÿçàíû

ñ åäèíñòâåííûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì RT = RT
T ∈ Rn×n àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

RT = AT
T RTAT + qCT

T CT + LT
TM

−2
T LT , (60)

LT := M2
T (BT

T RTAT + qDT
T CT ), (61)

MT := (Im − qDT
T DT −B

T
T RTBT )−1/2. (62)

Äîïóñòèìîñòü RT ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Im − qDT
T DT −B

T
T RTBT � 0 è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ρ(AT +BTLT ) < 1, (63)

à ïàðàìåòð 0 < q < 1
‖F‖2∞

(îò íåãî çàâèñÿò è RT , LT ,MT , PT ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

−
1

2
ln det

(
m

Tr(LTPTL
T
T +M2

T )
M2
T

)
= a. (64)

Íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæè-

òåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû è ðåàëèçóåòñÿ âõîäíûì âîçìóùåíèåìW ñîãëàñíî ÑÄÓ

dW = LXdt+MdV, (65)

ãäå ìàòðèöû L ∈ Rm×n, M ∈ Rm×m (M íå îáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íà) äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

L = LT (In +AT +BTLT )−1, M = (Im − LBT )MT . �
(66)
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÎßÑÍÅÍÈß Ê ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÓ

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î âû÷èñëåíèè (T, a)-àíèçîòðîïèéíîé íîðìû (48) ñëåäóåò èç ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà∗ äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè â ïðèìåíåíèè ê ñèñòåìå (53)�(55).

Óñòîé÷èâîñòü è íåñôåðè÷íîñòü ñèñòåìû F ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì åå äèñ-
êðåòíîãî àíàëîãà FT . Îáå ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâûå H∞-íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè,
ñâÿçàííûõ ñ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòüþ è åäèíè÷íûì êðóãîì:

‖F‖∞ = ‖FT‖∞.
Ñîïóòñòâóþùèé ìàòåðèàë [VKS1996a, Section 5] îïèñûâàåò ñòðóêòóðó

$k = LTxk +MTυk (67)

âõîäíîãî âîçìóùåíèÿ $ äèñêðåòíîé ñèñòåìû,

FT ����
+ MT

LT

6N•

-I

�J �J �J �Jζ υ

x

$

ðåàëèçóþùåãî (åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû
[VKS1996a, Theorem 1]) íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü

ST = (Im − qΛT )−1

â (36), ÷òî ðàâíîñèëüíî èçîìåòðè÷íîñòè âñïîìîãàòåëüíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

ΘT :=

[√
qFT
G−1
T

]
∼

 AT BT√
qCT

√
qDT

−M−1
T LT M−1

T

 (68)

ñ âõîäîì $ è âûõîäîì

[√
qζ
υ

]
. Ìàòðèöà RT â (60) � ãðàìèàí íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû ΘT .

∗I.G.Vladimirov, A.P.Kurdyukov, A.V.Semyonov, On computing the anisotropic norm of linear discrete-time-invariant
systems, Proceedings of the 13th IFAC World Congress (San Francisco, California USA, July 1996), IFAC, 1996, pp.
179�184, Theorem 2
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Èçîìåòðè÷íîñòü ñèñòåìû ΘT îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè áû $ áûëà ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòè÷íî

ñóììèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â Rm∗ è ñëåäîâàòåëüíî, òàêèìè æå áûëè áû è ζ, υ, òî èõ

`2-íîðìû áûëè áû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

‖$‖22 = q‖ζ‖22 + ‖υ‖22.

Â ðàññìàòðèâàåìîì æå ñëó÷àå íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîé ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè $, èçîìåòðè÷íîñòü ñèñòåìû (68) ïðîÿâëÿåòñÿ â äèñïåðñèÿõ:

E(|$k|2) = qE(|ζk|2) + m︸︷︷︸
E(|υk|2)

,

ãäå èñïîëüçîâàíî (38). Êàê è îáðàòíàÿ ê íåìó ñèñòåìà G−1
T â (68), ôîðìèðóþùèé ôèëüòð

GT =

[
AT +BTLT BTMT

LT MT

]
(69)

èìååò îáùåå ñ ñèñòåìîé FT ñîñòîÿíèå x:

xk+1 = (AT +BTLT )xk +BTMTυk, $k = LTxk +MTυk. (70)

Óñòîé÷èâîñòü ôèëüòðà (70) îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (63) è, â ñî÷åòàíèè ñ (38), âåäåò ê

óðàâíåíèþ (59) äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

PT := E(xkx
T
k )

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðè ðàññìàòðèâàåìîì íàèõóäøåì âíåøíåì âîçäåéñòâèè. Ñîîòâåòñòâåííî,

îáùèé çíàìåíàòåëü â (58), (64) ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé âûõîäà ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà:

E(|$k|2) = Tr(LTPTL
T
T +M2

T ).

∗à íå ñòàöèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òðàåêòîðèè êîòîðîé êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìû ëèøü â
òðèâèàëüíîì ñëó÷àå $ = 0
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Â ñèëó óñòîé÷èâîñòè ôèëüòðà è ñàìîé ñèñòåìû (ρ(AT ) < 1), à òàêæå detMT 6= 0, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü $ ïîðîæäàåò òîò æå ïîòîê σ-àëãåáð F := (Fk)k∈Z, ÷òî è υ, ïðè÷åì (67) îïèñûâàåò

åå ðàçëîæåíèå Äóáà∗ íà F-ïðåäñêàçóåìóþ è îáíîâëÿþùóþ êîìïîíåíòû

E($k | Fk−1) = LTxk, $k − E($k | Fk−1) = MTυk.

Óñëîâíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà (44) ïðèíèìàåò âèä

Γ = cov(MTυk | Fk−1) = M2
T

(ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû MT ), ÷òî è âåäåò ê ÷èñëèòåëþ M2
T â (64).

Ñòðóêòóðà ýêâèâàëåíòíîãî âõîäíîãî âîçìóùåíèÿ W ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ïîëó÷àåòñÿ

ïðèìåíåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Υ−1 ê íàèõóäøåìó ôîðìèðóþùåìó ôèëüòðó (69),

÷òî ïðèâîäèò ê (65), (66). Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (4), íàèõóäøèé ôîðìèðóþùèé ôèëüòð

G ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèÿì

dX = (A+BL)Xdt+BMdV, dW = LXdt+MdV. (71)

Â ñèëó ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ Υ, äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà ýòîãî ÑÄÓ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-

íèþ

A+BL = Ω(In +AT +BTLT )−1(AT +BTLT − In)

è, áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (63), ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé. �

Êàê è â ïðåäñòàâëåíèè äèñêðåòíîãî âðåìåíè, íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîå âîçìóùåíèå W íà

âõîäå ñèñòåìû (4) ôîðìèðóåòñÿ â (65) ñ ïîìîùüþ êîíòóðà îáðàòíîé ñâÿçè, ïî êîòîðîìó

ñîñòîÿíèå X ñèñòåìû ïîñòóïàåò â ñíîñ LX âîçìóùåíèÿ.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (ãóðâèöåâîñòè ìàòðèöû A+BL â (71)) è àíèçîòðîïèéíîå îãðàíè÷åíèå â

(47) íå ïîçâîëÿþò ãèïîòåòè÷åñêîìó îïïîíåíòó èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøóþ ìàòðèöó

L è âûíóæäàþò åãî ñìåøèâàòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ âîçìóùåíèÿ ñ îáíîâëÿþùèì

ïðîöåññîì MV .
∗À.Â.Áóëèíñêèé, À.Í.Øèðÿåâ, Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005
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ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÄÂÓÕÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÈÉÍÎÉ ÍÎÐÌÛ

Óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ñ ðàçìåðíîñòÿìè n = 4, m = 3, p = 2 ñîñòîÿíèÿ,

âõîäà è âûõîäà è ìàòðèöàìè ðåàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíî

ïðè óñëîâèè ãóðâèöåâîñòè A):

[
A B
C D

]
=


−1.8396 0.1240 −1.2078 −1.0582 −0.2779 −0.8236 0.0335
1.3546 0.4367 2.9080 −0.4686 0.7015 −1.5771 −1.3337
−1.0722 −1.9609 −0.1748 −0.2725 −2.0518 0.5080 1.1275
0.9610 −0.1977 1.3790 0.0984 −0.3538 0.2820 0.3502
−0.2991 −0.2620 −0.2857 −0.9792 −0.5336 0.9642 −0.0200
0.0229 −1.7502 −0.8314 −1.1564 −2.0026 0.5201 −0.0348

 .
Ñïåêòð ìàòðèöû A: {−0.2406± 2.0265i,−0.7598,−0.2384}, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû (30):

1

ρ(A)
= 0.4900, ρ(A−1) = 4.1953.

Ëåâàÿ èç ýòèõ ãðàíèö çàìåòíî ïðåâûøàåò èñïîëüçóåìûé âðåìåííîé ïàðàìåòð

T = 0.1890

êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñ ÷àñòîòîé ñðåçà Ω = 5.2923 â (13)).

Ýôôåêòèâíûé äèàïàçîí ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò â (11), (12), îïðåäåëÿþùåãî ôèëüòðîâàííûå

âõîä WT è âûõîä ZT äëÿ ÑÊÓ (17), àäåêâàòíî îòðàæàåò ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ñèñòåìå.

Ìàòðèöû (54), (55) ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî àíàëîãà èñõîäíîé ñèñòåìû:

[
AT BT
CT DT

]
=


0.5246 0.1804 −0.3191 −0.3102 0.0442 −0.1691 −0.0622
0.1844 0.8411 0.8756 −0.2496 −0.0442 −0.2533 −0.1464
−0.3739 −0.6849 0.6671 0.0505 −0.3604 0.2125 0.2644
0.1758 −0.2185 0.3503 1.0034 −0.1540 0.0891 0.1317
−0.5696 −0.1267 −0.9532 −1.8180 −0.2815 0.9332 −0.1675
−0.1803 −2.3962 −3.3308 −1.9290 −1.4465 0.6799 −0.1520

 .
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Ïîâåäåíèå ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé åãî ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè FT â (52) íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà ñóùåñòâåííî íåñôåðè÷íà.

Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò è áîëüøîé ¾çàçîð¿ ìåæäó ìàñøòàáèðîâàííîé H2-íîðìîé è H∞-íîðìîé
äèñêðåòíîé ñèñòåìû:

1
√
m
‖FT‖2 = 4.6211, ‖FT‖∞ = 23.0381.
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Ýòè íîðìû � êîíöû èíòåðâàëà çíà÷åíèé (T, a)-àíèçîòðîïèéíîé íîðìû |||F |||T,a ñèñòåìû (ïðè

èçìåíåíèè óðîâíÿ a ñðåäíåé àíèçîòðîïèè îò 0 äî +∞), âû÷èñëåííîé ïî Òåîðåìå 4:

Ïðè a = 1.2264, ðàññìàòðèâàåìàÿ íîðìà ñèñòåìû ïðèíèìàåò çíà÷åíèå |||F |||T,a = 17.6938, à

ìàòðèöû (66) íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîãî ôîðìèðóþùåãî ôèëüòðà (65) èìåþò âèä

L =

−0.0286 0.0285 −0.0657 −0.0423
−0.0220 −0.1366 −0.0369 0.1185
0.0356 −0.1055 −0.0105 0.1713

, M =

 1.0040 0.0091 0.0048
−0.0121 1.0011 0.0034
−0.0046 −0.0036 1.0000

.
Çàìåòèì, ÷òî M áëèçêà ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå, â òî âðåìÿ êàê L ñðàâíèòåëüíî ìàëà.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåí îäèí èç ñïîñîáîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àíèçîòðîïèéíûõ êðèòåðèåâ äëÿ âõîäî-âûõîä-

íûõ îïåðàòîðîâ íà ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìå-

íåì, îïèñûâàåìûå ÑÄÓ ñî ñòàòèñòè÷åñêè íåîïðåäåëåííûìè ïðîöåññàìè Èòî íà âõîäå.

Îïèñàííûé ïîäõîä èñïîëüçóåò ÑÊÓ âûõîäà ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê åå âõîäó â òåðìèíàõ

ôèëüòðîâàííûõ âåðñèé ýòèõ ïðîöåññîâ. Âðåìåííîé ìàñøòàá T ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò ïàðà-

ìåòðèçóåò ïðåîáðàçîâàíèå Òàñòèíà èñõîäíîé ñèñòåìû F â äèñêðåòíóþ ñèñòåìó FT , êîòîðàÿ

îáëàäàåò òåì æå ÑÊÓ, òîëüêî ïîíèìàåìûì â îáû÷íîì ñìûñëå äëÿ ôðàãìåíòîâ ñòàöèîíàðíûõ

ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà âõîäå è âûõîäå.

Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëîã |||F |||T,a àíèçîòðîïèéíîé íîðìû ñèñòåìû îïðåäåëåí êàê a-àíè-

çîòðîïèéíàÿ íîðìà |||FT |||a äèñêðåòíîé ñèñòåìû, óðîâåíü a ñðåäíåé àíèçîòðîïèè äëÿ âõîäà

êîòîðîé êîñâåííî õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïðîöåññà Èòî íà âõîäå

îò ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé èçîòðîïíîãî ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà (ïîñòîÿííûõ ñêàëÿðíûõ

ìàòðèö).

Òåì ñàìûì, âû÷èñëåíèå òàêîé íîðìû ñâåäåíî ê ðàçðàáîòàííîé áîëåå 20 ëåò íàçàä ïðîöåäóðå

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè, Ëÿïóíîâà è

ëîãäåòåðìèíàíòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Òàñòèíà íàñëåäóåòñÿ îáùàÿ ñòðóêòóðà îáðàòíîé ñâÿçè, â ñèëó

êîòîðîé ñíîñ íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîãî âõîäíîãî âîçìóùåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò òåêóùåãî

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, â ñî÷åòàíèè ñ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿìè Òàñòèíà, ìåòîäû àíè-

çîòðîïèéíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà, ðàçðàáîòàííûå ðàíåå äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ïðèìåíèìû

è ê ïîñòàíîâêàì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
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