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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам

Утверждение. Пусть 𝜉𝑡, 𝑡 > 0 — классический случайных
процесс Леви (классический резервуар), то есть

1 𝜉0 = 0

2 ∀0 6 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛, 𝜉𝑡2 − 𝜉𝑡1 , 𝜉𝑡3 − 𝜉𝑡2 , . . . , 𝜉𝑡𝑛 − 𝜉𝑡𝑛−1

(независимость приращений)
3 При 𝑡 > 𝑠 приращения 𝜉𝑡 − 𝜉𝑠 и 𝜉𝑡−𝑠 − 𝜉0 распределены

одинаково (стационарность приращений)
4 Непрерывный (по вероятности).

Тогда
Φ𝑡𝜌 = E𝑒−𝑖𝐴𝜉𝑡𝜌𝑒𝑖𝐴𝜉𝑡 . 𝐴 = 𝐴†

определяет однопараметрическую неприрывную вполне
положительную полугруппу сохраняющую след.
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам

Доказательство:

Φ𝑡𝜌 = E𝑒−𝑖𝐴𝜉𝑡𝜌𝑒𝑖𝐴𝜉𝑡 = E𝑒−𝑖𝐴(𝜉𝑡−𝜉𝑠)𝑒−𝑖𝐴𝜉𝑠𝜌𝑒𝑖𝐴𝜉𝑠𝑒𝑖𝐴(𝜉𝑡−𝜉𝑠) =

с учётом независимости и стационарности

= E𝑒−𝑖𝐴(𝜉𝑡−𝜉𝑠)(E𝑒−𝑖𝐴𝜉𝑠𝜌𝑒𝑖𝐴𝜉𝑠)𝑒𝑖𝐴(𝜉𝑡−𝜉𝑠) = E𝑒−𝑖𝐴𝜉𝑡−𝑠Φ𝑠𝜌𝑒
𝑖𝐴𝜉𝑡−𝑠 =

= Φ𝑡−𝑠Φ𝑠𝜌

Непрерывность полугруппы следует из непрерывности (по
вероятности) случайного процесса.
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам

Отметим, что Φ𝑡(𝐼) = E𝜉𝑡𝑒
−𝑖𝐴𝜉𝑡𝐼𝑒𝑖𝐴𝜉𝑡 = E𝜉𝑡𝐼 = 𝐼. Таким

образом, отображение Φ𝑡 является бистахастическим, а
следовательно приводит к возрастанию энтропии
𝑆(Φ𝑡(𝜌)) > 𝑆(𝜌).
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам

Упражнение. Отметим, что двухвременная корреляционная
функция (𝒰𝑠 = 𝑒−𝑖𝐴𝜉𝑠 · 𝑒𝑖𝐴𝜉𝑠) удовлетворяет регрессионной
теореме

ETr(𝐴𝒰𝑡−𝑠(𝐵𝒰𝑠𝜌)) = Tr(𝐴Φ𝑡−𝑠(𝐵Φ𝑠𝜌))
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам. Примеры

1) Винеровский процесс

𝑊𝑡, 𝑡 > 0,𝑊0 = 0

𝑊𝑡+𝑠 −𝑊𝑡 ∼ 𝑁(0,𝑠)

— центрированное нормальное распределение.

Φ𝑡(𝜌) =
1√
2𝜋𝑡

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑒−

𝑥2

2𝑡 𝑒−𝑖𝐴𝑥𝜌𝑒𝑖𝐴𝑥
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам. Примеры

Вычислим генератор

ℒ(𝜌) = lim
𝑡→0

Φ𝑡(𝜌) − 𝜌

𝑡

Для этого преобразуем

Φ𝑡(𝜌) = /𝑥 = 𝑢
√
𝑡/ =

1√
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑒−

𝑢2

2 𝑒−𝑖𝐴𝑢
√
𝑡𝜌𝑒𝑖𝐴𝑢

√
𝑡 =

=
1√
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑢𝑒−

𝑢2

2

(︂
1 − 𝑖𝐴𝑢

√
𝑡− 1

2
𝐴2𝑢2𝑡 + 𝑜(𝑡)

)︂
𝜌(︂

1 + 𝑖𝐴𝑢
√
𝑡− 1

2
𝐴2𝑢2𝑡 + 𝑜(𝑡)

)︂
=

= 𝜌− 𝑖[𝐴, 𝜌]⟨𝑢⟩
√
𝑡 +

(︂
𝐴𝜌𝐴− 1

2
{𝐴2, 𝜌}

)︂
⟨𝑢2⟩𝑡 + 𝑜(𝑡),

где ⟨·⟩-усреднение по 𝑁(0,1), то есть ⟨𝑢⟩ = 0, ⟨𝑢2⟩ = 1.
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам. Примеры

Получим

ℒ(𝜌) = 𝐴𝜌𝐴− 1

2
{𝐴2, 𝜌}
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам. Примеры

2) 𝜉𝑡 — Пуассоновский процесс

𝑃 (𝜉𝑡 = 𝑘) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

Φ𝑡(𝜌) =

∞∑︁
𝑘=0

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡𝑒−𝑖𝐴𝑘𝜌𝑒𝑖𝐴𝑘 =

∞∑︁
𝑘=0

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡𝑈𝑘𝜌(𝑈 †)𝑘,

где введено обозначение 𝑈 = 𝑒−𝑖𝐴. Отметим, что

∞∑︁
𝑘=0

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡𝑈𝑘𝜌(𝑈 †)𝑘

есть не что иное как ряд Тейлора для экспоненты от
супероператора 𝜆𝑡(𝑈 · 𝑈 †).
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Уравнение ГКСЛ и усреднение по классическим
процессам. Примеры

Таким образом

Φ𝑡(𝜌) = 𝑒−𝜆𝑡𝑒𝜆𝑡(𝑈 ·𝑈†)𝜌 = 𝑒𝜆𝑡(𝑈 ·𝑈†−𝐼)𝜌

Получим генератор

ℒ(𝜌) = 𝜆(𝑈𝜌𝑈 † − 𝜌)

Отметим, что генератор

ℒ(𝜌) = 𝜆(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)

попадает под оба случая.
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Представление Леви-Хинчина

В качестве распределений независимых приращений могут
выступать не произвольные распределения, а так называемые
бесконечно-делимые. В результате для характеристической
функции E𝑒𝑖𝜉𝑡𝜃 имеется представление Леви-Хинчина

E𝑒𝑖𝜉𝑡𝜃 = exp

(︂
𝑡

(︂
𝑎𝑖𝜃 − 1

2
𝜎2𝜃2 +

∫︁
R

(︁
𝑒𝑖𝜃𝑥 − 1 − 𝑖𝜃𝑥𝐼|𝑥|<1

)︁
𝜇(𝑑𝑥)

)︂)︂
,

где 𝑎 ∈ R, 𝜎 > 0, 𝜇 — (положительная счётно-аддитивная)
мера, называемая мерой Леви, удовлетворяющая∫︁

R
min(1,𝑥2)𝜇(𝑑𝑥) < ∞, 𝜇({0}) = 0.
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