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Àííîòàöèÿ.

Öåëü. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âêëàäà çàðóáåæíûõ è îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòèêîâ, â îñîáåí-
íîñòè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, â ðàçâèòèå òåîðèè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ çà
ïåðèîä ñ ñåðåäèíû 1900-õ ãã. äî êîíöà 1960-õ ãã.

Ìåòîä. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà àíàëèçå îðèãèíàëüíûõ ðàáîò Î.Ïåððîíà, Ô.Ã. Ôðîáåíèóñà, Ð. Åíò÷à,
Ï.Ñ. Óðûñîíà, Ì.Ã. Êðåéíà, Ì.À. Ðóòìàíà, Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è äð. â êîíòåêñòå îáùåìèðîâîãî ïðîöåññà
ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ðåçóëüòàò. Âêëàä îòå÷åñòâåííûõ ó÷¼íûõ â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ îêàçàëñÿ áîëüøå, ÷åì
âêëàä îñòàëüíîé ÷àñòè ìèðîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà â ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä. Ñîâåòcêèå ìàòå-
ìàòèêè Ì.Ã. Êðåéí è åãî ó÷åíèê Ì.À. Ðóòìàí â 1940-å ãã. ñîçäàëè òåîðèþ êîíóñîâ è ëèíåéíûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ îïåðàòîðîâ A â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïðèìåíèëè å¼ ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèé âèäà Ax = λx. Áëàãîäàðÿ óñèëèÿì äðóãîãî ó÷åíèêà Ì.Ã.Êðåéíà � Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî � ñ
ñåðåäèíû 1950-õ ãã. òåîðèÿ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðèîáðåëà ñâî¼ çíà÷åíèå, êàê îáùèé ìåòîä äëÿ ðå-
øåíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà, îòíîñÿùèõñÿ ê àíàëèçó íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé (â òîì ÷èñëå, äîêàçàòåëüñòâî íîâûõ òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå è ñòðóêòóðå ñïåêòðà ïîëîæè-
òåëüíîãî îïåðàòîðà A, èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ â óðàâíåíèè âèäà x = A(x, µ),
îáîñíîâàíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ax = λx ñ íåëèíåéíûì îïåðàòîðîì A â
êîíóñå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà è ò.ï.). Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ ðàçâèòîé Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì òåîðèè óäàëîñü
ðåøèòü ðÿä çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.
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ñòðàíå (ÑÑÑÐ) ìîãóò áûòü ñôîðìèðîâàíû óñëîâèÿ äëÿ óñïåøíîãî ñîçäàíèÿ è ðàçâèòèÿ öåëîãî íàó÷íîãî
íàïðàâëåíèÿ. Îãðîìíîå çíà÷åíèå çäåñü èìååò ìàñøòàá ó÷¼íûõ, ñòîÿùèõ ó èñòîêîâ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ - Ì.Ã.
Êðåéíà è Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èñòîðèÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðåìà Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà, òåîðåìà
Åíò÷à, êîíóñíàÿ òåîðåìà Êðàñíîñåëüñêîãî, ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû, òåîðèÿ êîíóñîâ, óðàâíåíèå Ãàììåð-
øòåéíà, óðàâíåíèå Óðûñîíà.

Áëàãîäàðíîñòè: Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 20-011-00402.

Äëÿ öèòèðîâàíèÿ: Áîãàòîâ Å.Ì. Îá èñòîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ (1900-å-1960-å ãã.) è âêëàäå

Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà & Ôèçèêà. 52(2): XX�XX. DOI XX.XXXXX/XXXX-XXXX-

XXXX-XXXXX.

ON THE HISTORY OF THE POSITIVE OPERATORS (1900s-1960s) AND THE
CONTRIBUTION OF M.A. KRASNOSEL'SKII

Egor Bogatov

Article submitted by a member of the editorial board

Stary Oskol Technological Institute of National Research University of Science and Technology "MISIS"

1Ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííûé è äîïîëíåííûé âàðèàíò äîêëàäà íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷å-
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Abstract.

Goal. The aim of the work is studying of the contribution of foreign and domestic mathematicians, in particular
M.A. Krasnoselskii, to the development of the theory of linear and nonlinear positive operators for the period
from the mid-1900s until the end of the 1960s.

Method.The study is based on an analysis of original works of O. Perron, G. Frobenius, R. Jentzsch, P.S.
Urysohn, M.G. Krein, M.A. Rutman, M.A. Krasnoselskii and others in the context of the global process of
development of functional analysis.

Result. The contribution of domestic scientists in the �eld of positive operators was larger than that of the
rest of the world mathematical community in the period under review. Soviet mathematicians M.G. Krein and
his student M.A. Rutman in the 1940s created the theory of cones and linear positive operators A in space of
in�nite dimension. They applied this theory to the study of the solvability of equations of the form Ax = λx.
Thanks to the e�orts of another Krein student - M.A. Krasnoselskii - the theory of positive operators has become
a general method for solving a wide class of problems of a qualitative nature, related to the analysis of nonlinear
operator equations, since the mid 1950s (proof of new �xed point theorems and theorems about the spectrum
structure of the operator A), investigation of the bifurcation value of the parameter µ in the equation x = A(x, µ),
substantiation of the successive approximations method for the equation Ax = λx in a cone of Banach space for
nonlinear operator A and so on). Besdides, in the framework of the theory created by Krasnoselskii, a number of
important applied problems were solved.

Discussion. Analysis of developments in the �eld of positive operators showed that in one country (USSR)
may be formed conditions for the successful creation and development of a separate scienti�c �eld. Of great
importance here is the scale of the scientists who stood at the origins of this direction - M.G. Krein and M.A.
Krasnoselskii.

Key words: history of nonlinear functional analysis, Perron-Frobenius theorem, Jentzsch theorem, Krasnosel'skii
cone theorem, positive operators, theory of cones, Hammerstein equation, Urysohn equation.
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1. Ââåäåíèå. Ñ íà÷àëà ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ ðàáîò ïî ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðàì ïðîøëî óæå
áîëåå 100 ëåò, à ñåðåäèíû XX â. èíòåðåñ ê ýòîé òåìå ñòàë ðàñòè â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
(ñì., íàïðèìåð, ñïèñîê ëèòåðàòóðû â [Amann, 1976]), ïîýòîìó å¼ îñìûñëåíèå óæå äàâíî íàçðåëî.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèå â äàííîì íàïðàâëåíèè, ïî-âèäèìîìó, íå
ïðîâîäèëèñü. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå çàïàäíûå ìàòåìàòèêè, ïóáëèêóþùèå ìîíîãðàôèè ïî ïîëîæè-
òåëüíûì îïåðàòîðàì â ñåðü¼çíûõ èçäàòåëüñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [Aliprantis, Burkinshaw, 2006]), â
èñòîðè÷åñêîì ïðåäèñëîâèè íå óïîìèíàþò îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû î ìàòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ
îïåðàòîðàõ Î.Ïåððîíà [Perron, 1907á], Ô.Ã. Ôðîáåíèóñà [Frobenius, 1908;Frobenius, 1909] è èõ ïî-
ñëåäîâàòåëÿ Ð. Åíò÷à ñ åãî ðåçóëüòàòàìè î ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé [Jentzsch, 1912]. Òðóäíî òàêæå îáúÿñíèòü îòñóòñòâèå ñðåäè "îòöîâ-îñíîâàòåëåé" îáñóæ-
äàåìîé òåîðèè òàêèõ èçâåñòíûõ ó÷¼íûõ, êàê Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé, îïóáëèêîâàâøèé ìîíîãðàôèþ ïî
ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèÿì îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé2 [Êðàñíîñåëüñêèé, 1962], Â.È. Îïîéöåâà [Îïîé-
öåâ, 1977] è ìíîãèõ äðóãèõ îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòèêîâ.

Àâòîð ïîñòàðàåòñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå âîññòàíîâèòü èñòîðè÷åñêóþ ñïðàâåäëèâîñòü è áåñïðè-
ñòðàñòíî ïðîñëåäèòü çàðîæäåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò
Ø.Ô. Øòóðìà 1830-õ ãã. è çàêàí÷èâàÿ èññëåäîâàíèÿìè Êðàñíîñåëüñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ äî êîíöà
1960-õ ãã.

Áóäóò íàéäåíû îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Êîãäà âîçíèêëà âûøåóïîìÿíóòàÿ òåîðèÿ è ÷åì áûëî îáñóëîâëåííî å¼ ïîÿâëåíèå?

2. Íà êàêîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ê èññëåäîâàíèÿì ïîäêëþ÷èëèñü îòå÷åñòâåííûå ìàòåìàòèêè?

3. Êàêîâû êëþ÷åâûå ìîìåíòû ðàçâèòèÿ òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ?

2Îíà áûëà ïåðåâåäåíà íà àíãëèéñêèé ÿçûê â 1964 ã. èçäàòåëüñòâîì Noordho�.
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4. ×åì áûë ìîòèâèðîâàí ïðèõîä Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî â äàííóþ îáëàñòü? Êàêèõ ðåçóëüòàòîâ
îí äîñòèã, êàêèå èíñòðóìåíòû èñïîëüçîâàë?

5. Êàê ñîîòíîñèëèñü äîñòèæåíèÿ ïðåäñòàâèòåëåé âîðîíåæñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ñ ðåçóëü-
òàòàìè äðóãèõ ó÷¼íûõ, â òîì ÷èñëå è èíîñòðàííûõ?

6. Êàêîå ïðîäîëæåíèå ïîëó÷èëà ýòà òåìà â 1960-1970-å ãã.?

7. Êàêîå âîçäåéñòâèå îêàçàëà òåîðèÿ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ðàçâèòèå ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà?

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò àâòîðà ïî èñòîðèè íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà (ñì. [Áîãàòîâ,2017], [Áîãàòîâ,2018], [Áîãàòîâ,2019à], [Bogatov,2020]).

2. Ïðåäûñòîðèÿ: ïîëîæèòåëüíûå ìàòðèöû è ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.
Â 1907 ã. ïîÿâèëàñü ðàáîòà íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Îñêàðà Ïåððîíà î ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò
òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ, ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèöû A = {aij > 0}, ãäå

Ax = λx, (1)

êîòîðîìó ñîîòâåñòâóåò âåêòîð ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè [Perron, 1907 b; c.261 ]; .
Èíòåðåñ Ïåððîíà ê ïîëîæèòåëüíûì ìàòðèöàì áûë îáóñëîâëåí3 çàäà÷àìè èç àëãåáðû ìàëûõ êîëåáà-
íèé, âîñõîäÿùèõ ê èññëåäîâàíèÿì ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Øàðëÿ Ôðàíñóà Øòóðìà. Ïðèâåä¼ì
õàðàêòåðíûé ïðèìåð [Sturm, 1833; Ãàíòìàõåð, Êðåéí, 1950]. Ïóñòü èìååòñÿ óïðóãàÿ ñòðóíà, íàãðó-
æåííàÿ ìàññàìè â íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ si (ñì. ðèñ.1).

Ðèñ. 1. Óïðóãàÿ ñòðóíà, íàãðóæåííàÿ ìàññàìè

Fig. 1. Elastic string loaded by masses

Å¼ ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y(x, t) = −
n∑
k=1

K(x, sk)mkÿk

ãäå K(x, s) - ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ ñòðóíû.
Åñëè ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, òî äëÿ îòûñêàíèÿ àìïëèòóä ïðîãèáà â òî÷êàõ
si ìû ïðèä¼ì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ui = p2
n∑
k=1

aikmkuk, (2)

ãäå aik = K(si, sk) ≥ 0 åñòü êîýôôèöèåíòû âëèÿíèÿ. Ìàòðèöà A = {aik} ñèñòåìû (2) íåîòðèöàòåëü-
íà.

Ðåçóëüòàòû Ïåððîíà áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà ìàòðèöû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè åãî
ñîîòå÷åñòâåííèêîì Ôåðäèíàíäîì Ãåîðãîì Ôðîáåíèóñîì [Frobenius, 1908; Frobenius, 1909].

Íà÷àëî XX â. îçíàìåíîâàëîñü èíòåðåñîì ê ê ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ òî÷êè çðå-
íèÿ àíàëîãèè ñ ìàòðè÷íûìè óðàâíåíèÿìè [Stewart, 2014]. Èññëåäîâàíèÿ Ôðåäãîëüìà, Ãèëüáåðòà
è Øìèäòà [Fredholm, 1903; Hilbert, 1904; Schmidt, 1907a; Schmidt, 1907b] îòêðûâàëè äîðîãó äëÿ
îáîáùåíèÿ ò. Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà íà óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà:

y(s) = λ

∫ b

a

K(s, t)y(t)dt. (3)

Àêòóàëüíîñòü äàííîãî îáîáùåíèÿ ïîäòâåðæäàëàñü òàêæå òåì, ÷òî óðàâíåíèå âèäà (3) (ïðè íåïðå-
ðûâíîì K(s, t) > 0 ñ çàìåíîé dt íà dσ(t)) ïîçâîëÿåò íàéòè àìïëèòóäó êîëåáàíèé óïðóãîãî êîíòè-
íóóìà ïðè íåïðåðûâíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññ [Fredholm,1906; Bateman, 1910, p.420-421]. Óêàçàííîå

3Ñì. åãî ñòàòüþ [Perron, 1907a], íàïå÷àòàííóþ â òîì æå íîìåðå æóðíàëà Mathematische Annalen, ÷òî è [Perron,
1907 b].
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èññëåäîâàíèå áûëî âûïîëíåíî ó÷åíèêîì Ôðîáåíèóñà, íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ðîáåðòîì Éåíò÷åì â
1912 ã. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà (â íåñêîëüêî óïðîù¼ííîé ôîðìå) âûãëÿäåëà òàê [Jentzsch, 1912;
ñ. 225].

Ïóñòü ôóíêöèÿ K(s, t) ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà äëÿ ëþáûõ s, t ∈ (a, b), òîãäà ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ, ïðîñòîå âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 = min |λ| óðàâíåíèÿ (3),
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ y0(s).

3. Íåëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ëèíåéíîé òåîðèè óðàâíåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè ðåøåíèÿìè òîðìîçèëîñü

îòñóòñòâèåì îáùåé òåîðèè îïåðàòîðîâ, êàê òàêîâîé (îíà ñëîæèëàñü ê êîíöó 1920-õ ãã. - ñì., íàïðè-
ìåð, [Bernkopf, 1966; Áîãàòîâ, Ìóõèí, 2016]). Â èòîãå â òå÷åíèå ïðèìåðíî 15 ëåò íîâûõ ðåçóëüòàòîâ
î ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) â ëèíåéíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíî íå áûëî.

Ïàðàëëåëüíî ñ ëèíåéíîé øëî ðàçâèòèå òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [Schmidt,
1908]. Çäåñü ñåáÿ ïðîÿâèë ïðåäñòàâèòåëü ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû Ïàâåë Ñàìóèëîâè÷
Óðûñîí. Îí îáðàòèëñÿ ê òåìå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåëè-
íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â 1918 ã.4. Íå áóäó÷è çíàêîì ñ ðåçóëüòàòàìè Åíò÷à, îí ðàññìîòðåë
óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

y = µA0y, (4)

ñ íåëèíåéíûì îïåðàòîðîì

A0y(x) =

∫ b

a

K(x, s, y(s))ds. (5)

Ïðîâîäÿ ñâîè èññëåäîâàíèÿ [Óðûñîí, 1923] Óðûñîí, ïî-âèäèìîìó, ðóêîâîäñòâîâàëñÿ ëîãèêîé ðàçâè-
òèÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè. Îäíàêî, çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îí áûë õîðîøî çíàêîì ñ çàäà÷àìè
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî õàðàêòåðà5, ïðèâîäÿùèìè ê óðàâíåíèÿì âèäà (5), ÷òî ìîãëî îêàçàòü ñâî¼ âëè-
ÿíèå íà âûáîð îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, Óðûñîí
äîêàçàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5) â ïðåäïîëîæåíèè î òîì,
÷òî K(x, y, 0) ≡ 0 è ÷òî ïðîèçâîäíàÿ K ′u(x, y, u) íåïðåðûâíà, ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííî óáûâàåò
ñ âîçðàñòàíèåì u (u ≥ 0). Îí ïîêàçàë, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A0

ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ µ ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó èíòåðâàëó (µP , µQ), ãäå
÷èñëà µP è µQ - ýòî íàèáîëüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåë¼ííûõ6 ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ P è Q. Êàæäîìó µ ∈ (µP , µQ) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
ðåøåíèå y(x, µ) [Óðûñîí, 1951; ñ. 50-51].

Îòìåòèì, ÷òî öèòèðîâàííàÿ ðàáîòà Óðûñîíà îïåðåäèëà ñâî¼ âðåìÿ è íå áûëà îöåíåíà åãî ñîâðå-
ìåííèêàìè ïî äîñòîèíñòâó.

4. Îáîñîáëåíèå àëãåáðû ìàëûõ êîëåáàíèé è âûõîä íà òåîðèþ ìîìåíòîâ.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, èñòî÷íèêîì èññëåäîâàíèé Ïåððîíà â îáëàñòè ìàòðè÷íûõ óðàâ-

íåíèé ñëóæèëà òåîðèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé. Íîâûé êðóã èäåé áûë î÷åð÷åí îäåññêèì ìàòåìàòèêîì
Ìàðêîì Ãðèãîðüåâè÷åì Êðåéíîì ïðè áîëåå ïðèñòàëüíîì (ïðî ñðàâíåíèþ ñî Øòóðìîì) èçó÷åíèè
ñâîéñòâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ A1 ñòðóíû ñ òî÷å÷íûìè ìàññàìè, çàêðåïë¼ííîé íà îáîèõ
êîíöàõ (ñì. ðèñ.1) [Êðåéí, 1934á]. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ñâÿçàíî
ñî ñëåäóþùåé îñîáåííîñòüþ ìàòðèöû A1: âñå ìèíîðû ëþáûõ ïîðÿäêîâ ýòîé ìàòðèöû íåîòðèöà-
òåëüíû7. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé, ïðîâåä¼ííûõ Êðåéíîì ñîâìåñòíî ñ åãî êîëëåãîé, Ôåëèêñîì
Ðóâèìîâè÷åì Ãàíòìàõåðîì â ñåðåäèíå 1930-õ ãã. [Ãàíòìàõåð, Êðåéí, 1935], [Gantmakher, Krein, 1935],
[Gantmakher, Krein, 1937], áûë âûäåëåí âàæíûé êëàññ òàê íàçûâàåìûõ îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö
- âïîëíå íåîòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ Ak ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé. Ïðè ýòîì áûë îáíàðóæåí ñëåäóþùèé ôàêò: îñíîâíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîé-
ñòâà ýòèõ ìàòðèö (âåùåñòâåííîñòü, ïîëîæèòåëüíîñòü è ïðîñòîòà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë, îïðå-
äåë¼ííûå çàêîíû ÷åðåäîâàíèÿ çíàêîâ ó êîîðäèíàò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è äð.) ÿâëÿþòñÿ îáùèìè
êàê äëÿ ñèììåòðè÷íûõ, òàê è äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö8.

Ïàðàëëåëüíî ñ òåîðèåé îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö Êðåéí àêòèâíî çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèÿìè ïî
òåîðèè ìîìåíòîâ [Êðåéí, 1933; Êðåéí, 1934à; Êðåéí, 1937; Êðåéí, 1938a], è ýòîò åãî èíòåðåñ áûë
íå ñëó÷àåí9. Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàëûì êîëåáàíèÿì íèòè ñ áóñèíàìè, ïðîáëåìà ìîìåíòîâ ñîñòîèò â

4Ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí íà 5 ëåò ïîçæå è èçâåñòíîñòè â òî âðåìÿ íå ïîëó÷èë.
5Ñì. åãî äíåâíèê â êíèãå [Íåéìàí, 1972; ñ. 71-77].
6Ïîäðîáíîñòè áóäóò íèæå.
7Òàêèå ìàòðèöû áûëè íàçâàíû Ì.Ã. Êðåéíîì âïîëíå íåîòðèöàòåëüíûìè.
8Òåìà îêàçàëàñü íàñòîëüêî àêòóàëüíîé, ÷òî ìîíîãðàôèÿ, ïîäûòîæèâøàÿ öèêë èññëåäîâàíèé ïî ýòîé òåìå [Ãàíò-

ìàõåð, Êðåéí, 1950] áûëà ïåðåâåäåíà íåìåöêèé è àíãëèéñêèé ÿçûêè.
9Ýòè æå âîïðîñû áûëè ïðåäìåòîì íàó÷íûõ èçûñêàíèé Ïåððîíà ïàðàëëåëüíî ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ïîëîæèòåëüíûõ

ìàòðèö [Perron, 1913].
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îïðåäåëåíèè ìàññ áóñèí è èõ ðàñïîëîæåíèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷àñòîòû êîëåáàíèé íèòè èìåëè
íàïåð¼ä çàäàííûå çíà÷åíèÿ (ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, â Äîïîëíåíèèè II êíèãè [Ãàíòìàõåð, Êðåéí;
1950]).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (L-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ), èññëåäîâàíèåì êîòîðîé çàíèìàëñÿ
Êðåéí, ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì [Êðåéí, 1938à; ñ. 199]:

Êàêîâû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà ÷èñëà c1, ..., cn, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëà íåïðåðûâíàÿ ôóíööèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ϕ(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

b∫
a

xi(t)dϕ(t) = ci, i = 1, ..., n (6)

∆ϕ1 ≤ ∆ϕ ≤ ∆ϕ2 ∀∆t,

ãäå ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ϕ1(t) è ϕ2(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∆ϕ1 < ∆ϕ2 ∀∆t?
Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ âîëíîâàëà óìû ìàòåìàòèêîâ, â òîì ÷èñëå îòå÷åñòâåííûõ � Ï.Ë. ×åáûøåâà è

À.À. Ìàðêîâà � ñ êîíöà XIX â. (ñì. [Kjeldsen, 1993]; èñòîðè÷åñêèå êîììåíòàðèè â [Êðåéí, Íóäåëüìàí,
1973]). Ïîèñêè ïóòåé å¼ ðåøåíèÿ ïðèâåëè âåíãåðñêîãî ìàòåìàòèêà Ìàðñåëÿ Ðèññà ê âîçìîæíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èäåé ôóíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî õàðàêòåðà [Riesz, 1923]. Îí, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàë,
÷òî ïðîáëåìà ìîìåíòîâ, ñîîòâåòñòóâþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ci} (ñì. (6)), èìååò íåóáûâàþùåå
ðåøåíèå ϕ(t) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë T : f(t)→ R, îïðåäåë¼ííûé
ïî ïðàâèëó

T (tn) = cn > 0,

ïîëîæèòåëåí.
Ýòî îçíà÷àëî, ÷òî ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà

x(t) =

n∑
k=1

αkt
k > 0, αk ∈ R

ïðåîáðàçóåòñÿ ôóíêöèîíàëîì T â ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî: T (x(t)) > 0.
×åðåç 5 ëåò ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà áûëî îáîáùåíî íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

áðàòîì Ì. Ðèññà, Ôðèäüåøåì Ðèññîì (ðåçóëüòàò áûë èçëîæåí íà VIII Ìåæäóíàðîäíîì Ìàòåìàòè-
÷åñêîì êîíãðåññå [Riesz, 1928]). Îí íàçâàë ôóíêöèîíàë A, îïðåäåë¼ííûé íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé {f}, ïîëîæèòåëüíûì, åñëè f > 0 âëå÷¼ò Af > 0.

5. Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè êîíóñîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Â êîíöå 1920-õ - íà÷àëå 1930-õ ãã. ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç óæå âûäåëèëñÿ â îòäåëüíóþ äèñöè-

ïëèíó [Bourbaki, 1974; Dieudonne, 1981; Birkho�, Kreyszig, 1984]. Äåéñòâóÿ â ðàìêàõ ôóíêöèîíàëüíî-
àíàëèòè÷åñêîé èäåîëîãèè è îïèðàÿñü íà ïîäõîä Ì. Ðèññà ê ðåøåíèþ çàäà÷ èç òåîðèè ìîìåíòîâ,
Êðåéí ââ¼ë â ðàññìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåë¼ííûå íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿõ ôóíêöèé wk(t) ⊂ E, t ∈ I òàê, ÷òî10

w(t) =

n∑
k=1

αkwk(t) > 0⇒ Bw > 0. (7)

Êðåéí ïîêàçàë [Êðåéí, 1938à, ñ.127], ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà B ÿâëÿåòñÿ
êîíè÷åñêèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, ÷òî ïîìîãëî ñâåñòè èçó÷åíèå ìîìåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{cn} ê èññëåäîâàíèþ ãåîìåòðèè âûïóêëûõ òåë â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Áîëåå òîãî, ñîäåðæà-
òåëüíàÿ èíòåïðåòàöèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà B ïîçâîëèëà Êðåéíó îñóùåñòâèòü ïåðå-
õîä ê áåñêîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ: ïîçèòèâíîñòü ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå E ïîñòóëèðîâàëàñü,
êàê åãî ñïîñîáíîñòü ïðåîáðàçîâûâàòü ýëåìåíòû íåêîòîðîãî êîíóñà K ⊂ E â íåîòðèöàòåëüíûå (â
îáû÷íîì ñìûñëå) ýëåìåíòû [Êðåéí, 1937; c.227].

Ïðè ýòîì êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå E ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1. x ∈ K ⇒ λx ∈ K ïðè λ ≥ 0;

2. x, y ∈ K ⇒ (x+ y) ∈ K;

3. x ∈ K;x 6= θ ⇒ −x ∈ E \K.

10Îòìåòèì, ÷òî ïðè αk ≥ 0 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ â (7) ñòàíåò êîíè÷åñêîé êîìáèíàöèåé.
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Òàêîå îïðåäåëåíèå äàâàëî âîçìîæíîñòü íàèëó÷øèì îáðàçîì èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðèþ áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà E, ê òîìó âðåìåíè óæå õîðîøî ðàçðàáîòàííóþ ñèëàìè ëüâîâîñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
øêîëû [Banach, 1932, Ãë. VIII; Mazur, 1933]. Çäåñü, â ÷àñòíîñòè, ñûãðàëà ñâîþ ðîëü òåîðåìà Àñêîëè-
Ìàçóðà î ñóùåñòâîâàíèè îïîðíîé ê êîíóñó ãèïåðïëîñêîñòè: îíà îáåñïå÷èëà íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî
ïîçèòèâíîãî ôóíêöèîíàëà â E∗ [Êðåéí, 1939].

Ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâîìåðíîñòè âûäåëåíèÿ êîíóñîâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íà ðîëü "ýêâèâàëåí-
òà" ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ÿâèëàñü òàêæå èçîìîðôíîñòü êîíóñà Ê ñåïàðàáåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà E ìíîæåñòâó ôóíêöèé {y(x) ∈ C[a, b], y(x) ≥ 0}, äîêàçàííàÿ Êðåéíîì â 1939 ã. [19].
Êðåéí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ îáðàçóåò êîíóñ â ñîïðÿæ¼í-
íîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, äà¼ò âîçìîæíîñòü âûéòè íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðêîâà
î íåïîäâèæíîé òî÷êå [Êðåéí, 1939].

Èäåÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ êîíóñîâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà áûëà "íàâåÿíà" òîïîëîãè÷å-
ñêèì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà, ïðåäëîæåííûì ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Ïàâ-
ëîì Ñåðãååâè÷åì Àëåêñàíäðîâûì è åãî íåìåöêèì êîëëåãîé Õåéíöåì Õîïôîì [Alexandro�, Hopf,
1935, ñ.480-481]. Îíè ðàññìîòðåëè êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð A, îñòàâëÿþùèé îêòàíò K(xi > 0)
èíâàðèàíòíûì

’
è äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà F :

F (x) =
Ax

f(Ax)
(8)

íà îñíîâå òåîðåìû Áðàóýðà11 [Brouwer, 1911].
Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå â áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íóæíà áûëà äðóãàÿ òåîðåìà î íåïî-

äâèæíîé òî÷êå12. Òåîðåìà î òîì, ÷òî âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A, ïðåîáðàçóþùèé âûïóêëîå
ìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E â ñåáÿ, èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, áûëà äîêàçàíà â 1930-ì ã.
ïîëüñêèì ìàòåìàòèêîì Þëèóøåì Øàóäåðîì [Schauder, 1930]. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Øàóäåðà
â êîíòåêñòå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âèäà

Ax = λx, x ∈ K ⊂ E, (9)

óäîáíåå âñåãî áûëî èìåòü äåëî ñ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êîíóñà îïåðàòîðàìè: AK ⊂ K. Ïåð-
âûìè ýòî çàìåòèëè Ì.Ã. Êðåéí [Êðåéí, 1939] è åãî ó÷åíèê Ìîèñåé Àðîíîâè÷ Ðóòìàí [Ðóòìàí,
1938]. Ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ñâîéñòâî AK ⊂ K áûëî âêëþ÷åíî â îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíîãî îïå-
ðàòîðà [Rutman, 1940, ñ. 94]. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ëèíåéíûé îïåðàòîð A áûë íàçâàí ïîëîæèòåëüíûì,
åñëè

1. AK ⊂ K, K ⊂ E;

2. ∃x0 ∈ K, c > 0; c ∈ R: Ax0 − cx0 ∈ K .

Èñïîëüçîâàíèå èäåè Àëåêñàíäðîâà-Õîïôà è àíàëîãîâ ôîðìóëû (8) ïîìîãëè Ðóòìàíó äîêàçàòü îïå-
ðàòîðíûé àíàëîã òåîðåì Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà è Åíò÷à äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûì âîñïðîèçâîäÿùèé13 êîíóñ K ⊂ E.

Íàõîäÿñü ïîä âëèÿíèåì òåîðèè îñöèëëÿöèîííûõ ìàòðèö, Ðóòìàí äàë îïðåäåëåíèå âïîëíå ïîçè-
òèâíîãî îïåðàòîðà, íåêîòîðàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ïðåîáðàçóåò ëþáîé ãðàíè÷íûé ýëå-
ìåíò êîíóñà â åãî âíóòðåííèé ýëåìåíò14 [Rutman, 1940, c.65]

∀(u ∈ ∂K)∃ (n ∈ N) [Anu ∈ K].

Òàêîå íîâîââåäåíèå ïîçâîëèëî óñèëèòü òåîðåìó Åíò÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Âïîëíå íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A, âïîëíå ïîçèòèâíûé îòíîñèòåëüíî êîíóñà K, èìå-

åò â ýòîì êîíóñå îäèí è òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.

Ïîñêîëüêó òåîðåìà Øàóäåðà íå ïðåäïîëàãàëà ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A â óðàâíåíèè (9), ëîãè÷íî
áûëî áû ñäåëàòü øàãè â îïðåäåëåíèè íåëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ è äîêàçàòåëüñòâå

11Î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïðåîáðàçóþùåãî âûïóêëîå ìíîæåñòâî S ⊂ Rn
â ñåáÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ðîëü S èãðàë ñèìïëåêñ, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ãèïåðïëîñêîñòè f(x) = 1 ñ îêòàíòîì
K.

12Èñòîðèþ ìåòîäà íåïîäâèæíîé òî÷êè ñì., íàïðèìåð, â [Áîãàòîâ, 2018; Áîãàòîâ, 2019à].
13Êîíóñ K íàçûâàåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì, åñëè ëþáîé ýëåìåíò z ∈ E ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçíîñòè z = x − y,

ãäå x, y ∈ K. Ýòî ïîíÿòèå (êàê è ìíîãèå äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîíóñîâ) ïðèíàäëåæàò Êðåéíó.
Îíî âïåðâûå ïîÿâèëîñü â åãî íåîïóáëèêîâàííîé äîâîåííîé ìîíîãðàôèè "Òåîðèÿ êîíóñîâ â ïðîñòðàíñòâå Áàíàõà è å¼
ïðèëîæåíèÿ" - ñì. ññûëêó â ðàáîòå [Êðåéí, Ðóòìàí, 1948, ñ.7].

14Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíóñ K èìååò âíóòðåííèå ýëåìåíòû, òî åñòü òåëåñåí.
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ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî åñòåñòâåííîìó õîäó ñîáûòèé ïîìåøàëà âîéíà
è äî ñåðåäèíû 1950-õ ãã15. íîâûå ðåçóëüòàòû â äàííîé îáëàñòè â ÑÑÑÐ íå ïóáëèêîâàëèñü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîïîëîãè÷åñêèå èäåè Àëåêñàíäðîâà è Õîïôà ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå è
íà Çàïàäå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â 1944 ã. âûøëà ðàáîòà àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà íåìåöêîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ Ýðèõà Ðîòå [Rothe, 1944]. Îí ðàññìîòðåë ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Ax = λx â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H è äîêàçàë àíàëîã òåîðåìû Åíò÷à äëÿ íåëèíåéíûõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ,
çàäàííûõ íà ñôåðå ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà H, îïèðàÿñü íà ñîîòíîøåíèå âèäà (8),
òåîðåìó Øàóäåðà è ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà H.

Ðîòå, ïî-âèäèìîìó, íå áûë çíàêîì ñ öèòèðîâàííûìè âûøå ðàáîòàìè Êðåéíà è Ðóòìàíà.

6. Ñòàíîâëåíèå òåîðèè êîíóñîâ. Íåëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû.

Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Ðîòå, íå äîïóñêàë îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà
äàæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Â òî âðåìÿ, êàê âñåñòîðîííåå èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ êîíóñîì, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî áûëè èçëîæåíû â áîëüøîé ñòàòüå16 [Êðåéí, Ðóòìàí, 1948],
çàëîæèëè îñíîâû äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èäåé òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíîì
àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì, îòìåòèì, ÷òî Êðåéí è Ðóòìàí ñìîãëè îñëàáèòü
òðåáîâàíèÿ ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A â (8) è (9), çàìåíèâ ïîëíóþ íåïðåðûâíîñòü � íåïðåðûâíîñòüþ
â ñëàáîé òîïîëîãèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî E - ðåôëåêñèâíî [Êðåéí, Ðóòìàí, 1948; Òåî-
ðåìà 4.1]. Ýòî ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ â ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî E∗ òîïîëîãèè,
ïîðîæä¼ííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé Uε(f0) âèäà

Uε(f0) = {f ∈ E∗ : |f(xi)− f0(xi)| < ε; i = 1, 2, ..., n} ,

ãäå f0 ∈ E∗,
è ïðèìåíåíèþ òåîðåìû Òèõîíîâà17 î íåïîäâèæíîé òî÷êå [Tychono�, 1935] ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî âñÿêàÿ
çàìêíóòàÿ ñôåðà â E∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèêîìïàêò â óêàçàííîé (ñëàáîé) òîïîëîãèè.

Íåëèíåéíûé îïåðàòîðíûé àíàëîã òåîðåìû Åíò÷à áûë äîêàçàí Ðóòìàíîì äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ
îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè18

x � y ⇒ Ax � Ay ∀x, y ∈ K (10)

è îãðàíè÷åíèå íà ðîñò çíà÷åíèé îïåðàòîðà A âäîëü íåêîòîðîãî ëó÷à âíóòðè êîíóñà:

∃ (u ∈ K; c > 0, ε > 0) [A(tu) � ctu] ∀ (t ∈ [0, ε]). (11)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óñëîâèå Ðóòìàíà (11) äîïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ (ñì. ðèñ.2,
v = tu).

Ðèñ. 2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ Ðóòìàíà - ñóùåñòâîâàíèå ïåðåñå÷åíèÿ âîãíóòîé ôóíêöèè ñ
íàêëîííîé ïðÿìîé.

Fig.2. The geometric meaning of the Rutman condition is the intersection of a concave function with an oblique

line.

15Â 1947 ã. ïî ýòîé òåìå âûøëà ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà àêàäåìèêà Í.Í. Áîãîëþáîâà è ìëàäøåãî áðàòà Ì.Ã. Êðåéíà -
Ñåëèàì Êðåéíà [Áîãîëþáîâ, Êðåéí, 1947].

16Ýòà ñòàòüÿ âîøëà â "çîëîòîé ôîíä" äîñòèæåíèé îòå÷åñòâåííîé ìàòåìàòèêè.
17Åñëè X - âûïóêëûé áèêîìïàêò, â ëîêàëüíî-âûïóêëîì ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî ïðè íåïðå-

ðûâíîì îòîáðàæåíèè X â ñåáÿ ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
18Â íåðàâåíñòâå (10) x � y ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x−y ∈ K. Òåì ñàìûì â ïðîñòðàíñòâî E ââîäèòñÿ óïîðÿäî÷èâàíèå.
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Òðåáîâàíèÿ (10)-(11) ê íåëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ïîçâîëèëè Ðóòìàíó ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î òîì,
÷òî ïðè èõ âûïîëíåíèè çàäà÷à (9) âñåãäà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (λ > 0, x ∈ K), ïðè÷¼ì
íîðìà ýëåìåíòà x ìîæåò âûáðàíà ïðîèçâîëüíî [Êðåéí, Ðóòìàí, 1948; ñ.92].

Ñ êîíóñíîé òåìàòèêîé áûë õîðîøî çíàêîì è äðóãîé ó÷åíèê Ì.Ã. Êðåéíà, Ìàðê Àëåêñàíäðîâè÷
Êðàñíîñåëüñêèé, ðàáîòàâøèé âìåñòå ñ Êðåéíîì â Èíñòèòóòå Ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ ñ 1947 ïî 1952
ã. [Áîãîëþáîâ, Èøëèíñêèé, Êàíòîðîâè÷, 1981]. Â òî âðåìÿ Êðàñíîñåëüñêèé ðàçðàáàòûâàë òîïîëîãè-
÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, è òåîðèÿ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ
âõîäèëà â êðóã åãî íàó÷íûõ èíòåðåñîâ [Êðàñíîñåëüñêèé, 1951]. Ïîìèìî ñåìèíàðîâ Êðåéíà ïî ôóíê-
öèîíàëüíîìó àíàëèçó, îí ïîñåùàë òàêæå ñåìåíàðû Í.Í. Áîãîëþáîâà - Í.Ì. Êðûëîâà ïî íåëèíåéíîé
ìåõàíèêå. Îòïðàâíûìè ïóíêòàìè èññëåäîâàíèé Êðàñíîñåëüñêîãî ÿâëÿëèñü óïîìÿíóòûé âûøå ðå-
çóëüòàò Óðûñîíà19, à òàêæå çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè øàðíèðíî-îï¼ðòîãî
ñòåðæíÿ ïåðåìåííîé æ¼ñòêîñòè, ñâîäÿùàÿñÿ ê óðàâíåíèþ Óðûñîíà (4)-(5).

7. Âêëàä Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî â òåîðèþ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ: 1950-å-1960-å
ãã.

... Ñîçäàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè êîíóñîâ âî ìíîãîì ñâÿçàíî ñ íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòüþ Ì.À.

Êðàñíîñåëüñêîãî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñåðèÿ ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êàðêàñ

òåîðèè, ñëóæàùèõ èñòî÷íèêîì å¼ ðîñòà âøèðü è âãëóáü20.

Êðàñíîñåëüñêèé íå îãðàíè÷èëñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðèè êîíóñîâ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà (9). Îí ñòàë ðàññìàòðèâàòü ýòó òåîðèþ, êàê äîïîëíèòåëüíóþ
âîçìîæíîñòü (íàðÿäó ñ âàðèàöèîííûìè ìåòîäàìè, òåîðèåé âåòâëåíèÿ è òåîðèåé ñòåïåíè îòîáðà-
æåíèÿ) äëÿ èçó÷åíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
A.

Äëÿ äàëüíåéøåãî öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü îñíîâíûå ëèíèè ðàçâèòèÿ òåîðèè êîíóñîâ â ðàáîòàõ
Êðàñíîñåëüñêîãî äî êîíöà 1960-õ ãã.:

1. Ââåäåíèå â ðàñìîòðåíèå ìîíîòîííûõ ìèíîðàíò.

2. Ïîëó÷åíèå àíàëîãîâ óòâåðæäåíèé òåîðèè Óðûñîíà.

3. Ïðîâåðêà òåîðèè êîíóñîâ íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè.

4. Ñîâìåùåíèå ìåòîäîâ òåîðèè êîíóñîâ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè íåëèíåéíîãî àíàëèçà.

5. Ðàñøèðåíèå è óãëóáëåíèå òåîðèè êîíóñîâ.

6. Âûõîä íà ïðèëîæåíèÿ.

Ïåðåéä¼ì ê ëèíèè 1.
Òåîðåìà Ðóòìàíà èìåëà îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû, óäîâëå-
òâîðÿþùèå å¼ óñëîâèÿì, îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ìîíîòîííûìè. Ïîíÿòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
íåëèíåéíîñòü íå îáÿçàíà áûòü ìîíîòîííîé (íàïðèìåð, åñëè ÿäðî èìååò âèä K(s, u) ≡ s · sin(u)) è
çäåñü íóæåí êàêîé-òî äðóãîé èíñòðóìåíò äëÿ èññëåäîâàíèé.

Ïîäñêàçêà äëÿ âûõîäà èç ïîëîæåíèÿ íàøëàñü â ñòàòüå Óðûñîíà [Óðûcîí, 1951, ñ. 239], êîòî-
ðûé ââ¼ë â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè P (x, s) è Q(x, s) (ÿäðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ), óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

P (x, s) > Ky(x, s, y) > Q(x, s). (12)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ÿäåð (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ), è ïðîâîäèëàñü îöåíêà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (5). Îöåíêè (12) ñêîðåå âñåãî è ïîìîãëè Êðàñíîñåëüñêîìó ñôîð-
ìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ìîíîòîííîé ìèíîðàíòû21 B íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà A [Êðàñíîñåëüñêèé, 1951],
êàê îïåðàòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû Ðóòìàíà è íåðàâåíñòâó

Ax � Bx.

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìèíîðàíòû B îêàçàëîñü óäîáíûì èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé22

îïåðàòîð. Ïîçæå ïðèøëî ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ B ïîäõîäèò ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïî êîíóñó â íóëå îïåðàòîðà A [Êðàñíîñåëüñêèé, 1962; ñ. 119].

19Ê òîìó âðåìåíè áûë îïóáëèêîâàí ñáîðíèê òðóäîâ Óðûñîíà [Óðûñîí, 1951], è Êðàñíîñåëüñêèé áûë îäíèì èç
ïåðâûõ, êòî îáðàòèë äîëæíîå âíèìàíèå íà åãî ñòàòüþ ïî íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.

20Öèò. ïî ïðåäèñëîâèþ ê êíèãå [Îïîéöåâ, Õóðîäçå,1984].
21Ïîíÿòèå îïåðàòîðíîé ìèíîðàíòû áûëî âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, äàíî Ô. Ðèññîì [Riesz, 1928; p.144].
22Êðàñíîñåëüñêèé óïðîñòèë ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà, îñòàâèâ äëÿ íåãî òîëüêî îäíî óñëîâèå: AK ⊂ K.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ Êðàñíîñåëüñêîìó îêàçàëîñü óäîáíûì óòî÷íèòü ïîíÿòèå âïîëíå
ïîçèòèâíîãî îïåðàòîðà, äàííîãî Ðóòìàíîì (ñì. âûøå).
Ëèíåéíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð A áûë íàçâàí Êðàñíîñåëüñêèì u0-îãðàíè÷åííûì

23, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé (íåíóëåâîé) ýëåìåíò êîíóñà u0 ∈ K, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà A ïåðåâîäèò
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîíóñà u âíóòðü "êîíóñíîãî îòðåçêà" [αu0, βu0]:

∃ (u0 ∈ K,u0 6= θ)∀ (u ∈ K,u 6= θ)∃ (n ∈ N;α, β > 0) [βu0 � Anu � αu0]. (13)

Ñâîéñòâà u0-îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ïîìîãëè äîêàçàòü àíàëîã Óðûñîíîâñêîé òåîðåìû î ñïåêòðå24,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà (12) çàìåíÿåòñÿ íà ñèñòåìó

Pϕ � Aϕ � Qϕ, ϕ ∈ K, (14)

ãäå P,Q: u0-îãðàíè÷åíû è âïîëíå íåïðåðûâíû [Êðàñíîñåëüñêèé, Ëàäûæåíñêèé, 1954, ñ.329].
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïåðàòîðà Óðûñîíà â êà÷åñòâå P ïîäîø¼ë îïåðàòîð

Pϕ(x) =

b∫
a

Ky(x, y, 0)ϕ(y)dy, (15)

à â êà÷åñòâå Q - îïåðàòîð

Qϕ(x) =

b∫
a

lim
u→∞

(
K(x, y, u)

u

)
ϕ(y)dy. (16)

[Êðàñíîñåëüñêèé, Ëàäûæåíñêèé, 1959, ñ. 121].
Ïåðåêëþ÷èìñÿ íà ëèíèþ 2.

Ïðè èññëåäîâàíèè íåîòðèöàòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) =

∫ b

a

K(x, s, y(s))ds+ f(x),

Óðûñîí íàëîæèë íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÿäðî K(x, s, y), îñíîâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î ïîëîæèòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé Ky(x, s, y) è å¼ óáûâàíèè ïðè âîçðàñòàíèè y [Óðûñîí,
1923, ñ. 238]. Ïî ñóòè, òðåáîâàíèÿ Óðûñîíà çàêëþ÷àëèñü â ïðåäïîëîæåíèè âîãíóòîñòè ôóíêöèè
h(y) = K(x, s, y).

Ðàçâèâàÿ ýòó èäåþ â ðàìêàõ òåîðèè êîíóñîâ, Êðàñíîñåëüñêèé è Ëàäûæåíñêèé ïîëó÷èëè àíà-
ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé [Êðàñíîñåëüñêèé, Ëàäûæåíñêèé,
1959]. Ïðè ýòîì âìåñòî îáû÷íîé âîãíóòîñòè, èìè áûëà îïðåäåëåíà è èñïîëüçîâàíà òàê íàçûâàåìàÿ
u0 -âîãíóòîñòü :

Ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð A áûë íàçâàí u0-âîãíóòûì, åñëè îí ìîíîòîíåí, ïåðåâîäèò ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò êîíóñà u âíóòðü êîíóñíîãî îòðåçêà [αu0, βu0] è ðîñò åãî çíà÷åíèé âäîëü âñåõ ëó÷åé,
ëåæàùèõ â êîíóñå, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì:

∀x ∈ K(x � γu0, γ > 0)∀ [α, β] ⊂ (0, 1)∃ η > 0 :

A(tx) � (1 + η)tAx, t ∈ [a, b].

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îïåðàòîð Óðûñîíà A0 îêàçàëñÿ u0-âîãíóòûì äëÿ u0 ≡ 1 â êîíóñàõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ C[a, b] è Lp[a, b].

Ïîñêîëüêó îñíîâíûì ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì Óðûñîíîì â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå [Óðûñîí,
1923], ÿâëÿëñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, åñòåñòâåííî áûëî îñóùåñòâèòü åãî ðàçâèòèå
â ðàìêàõ òåîðèè êîíóñîâ. Êðîìå òîãî, ýòîò âîïðîñ èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Êðàñíîñåëüñêèì âìåñòå ñ Áàõòèíûì â 1958 ã. [Áàõòèí, Êðàñíî-
ñåëüñêèé, 1958]:

Ïóñòü óðàâíåíèå Ax = x ñ u0-âîãíóòûì îïåðàòîðîì A èìååò â êîíóñå K íåíóëåâîå ðåøåíèå x∗.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = Axn−1 ñõîäèòñÿ ïî u0-íîðìå

25 ê x∗ ïðè ëþáîì âûáîðå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ x0 ∈ K.

23Âïîëíå ïîçèòèâíûå îïåðàòîðû ìîãóò ñëóæèòü ïðèìåðîì u0-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, ãäå u0- ëþáîé âíóòðåííèé
ýëåìåíò êîíóñà [Êðàñíîñåëüñêèé, Ëàäûæåíñêèé, 1954, ñ.326].

24Ïîçèòèâíûé ñïåêòð A ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [λQ, λP ], ãäå λP , λQ - ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðîâ P è Q, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

25Ïî îïðåäåëåíèþ, ‖x‖u0 = min
−αu0�x�αu0

α . Èç ñõîäèìîñòè ïî u0- íîðìå âûòåêàåò îáû÷íàÿ ñõîäèìîñòü; îáðàòíîå

íåâåðíî [Áàõòèí, Êðàñíîñåëüñêèé, 1958, ñ.18-19].
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Òàêèì îáðàçîì îáñóæäàåìûé ìåòîä îêàçàëñÿ ñõîäÿùèìñÿ íå òîëüêî ïðè ëþáîì âûáîðå íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ, íî è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A.

Ïðèìåíåíèå äàííîé òåîðåìû ê óðàâíåíèþ Óðûñîíà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó (íåîæèäàííîìó)
ðåçóëüòàòó: â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (4) ê ýòîìó ðåøåíèþ
ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ

yn(t) = µ

∫ b

a

K(t, s, yn−1(s))ds n = 1, 2, ...

äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè yn(t), íå ðàâíîé íóëþ òîæäåñòâåííî [Áàõòèí, Êðàñíîñåëü-
ñêèé, 1961, c.319].

Î÷åðåäíàÿ âåòâü ðàçâèòèÿ òåîðèè êîíóñîâ îòíîñèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
øàðíèðíî-îï¼ðòîãî ñòåðæíÿ ïåðåìåííîé æ¼ñòêîñòè [Áàõòèí, Êðàñíîñåëüñêèé, 1955].

Îêàçàëîñü, ÷òî íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, âîçíèêàþùèé ïðè îïèñàíèè ôîðìû ïðîãèáà
ñòåðæíÿ (ñì. ðèñ.3):

ϕ(s) = λρ(s)

∫ 1

0

K(s, t)ϕ(t)dt

√
1−

[ ∫ 1

0

K ′
s(s, t)ϕ(t)dt

]2

(17)

íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì u0-âîãíóòîñòè. Ýòî ïîñëóæèëî ñòèìóëîì äëÿ îòûñêàíèÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ñîäåðæàëè áû êëàññ u0-âîãíóòûõ îïåðàòîðîâ è äëÿ êîòîðûõ áûëà áû
ñïðàâåäëèâîé ðàçâèòàÿ ðàíåå òåîðèÿ. Òàêèå îïåðàòîðû áûëè íàéäåíû26 Êðàñíîñåëüñêèì [Êðàñíî-
ñåëüñêèé, 1956, ñ.288]; îíè áûëè íàçâàíû u0 - ìîíîòîííûìè.

Ðèñ. 3. Ïðîäîëüíûé èçãèá ñòåðæíÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé.

Fig.3. Longitudinal bending of the rod by concentrated force.

Îïåðàòîð A u0 -ìîíîòîíåí, åñëè îí âîãíóò è ϕ1 � ϕ2 ⇒ ∃ (α > 0)[Aϕ1 −Aϕ2 � αu0].
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû Êðàñíîñåëüñêîìó è Áàõòèíó ïîçâîëèëè ñäåëàòü ðÿä âûâîäîâ î òîì, êàê

ìåíÿåòñÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ïðè èçìåíåíèè íàãðóçêè íà íåãî [Áàõòèí, Êðàñíî-
ñåëüñêèé, 1955, ñ. 623]:

Òåîðåìà. Îïåðàòîð A1 èç (17) u0 - ìîíîòîíåí, u0 = ρ(s)(1− s). Êðèòè÷åñêèå ñèëû â çàäà÷å î
ïðîäîëüíîì èçãèáå ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

ϕ(s) = λρ(s)

∫ 1

0

K(s, t)ϕ(t)dt.

Áîëüøåé îáùíîñòè óäàëîñü äîñòèãíóòü ïðè ââåäåíèè äâóõ êîíóñîâ â ïðîñòðàíñòâà Áàíàõà: K è
K1 (K ⊂ K1), îäèí èç êîòîðûõ - "øèðîêèé" ââîäèëñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè, à âòîðîé
- "óçêèé" - äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííîñòè. Ýòî, ïîìèìî ïðî÷åãî, ïîçâîëèëî Áàõòèíó ââåñòè íîâûé
êëàññ âîãíóòûõ îïåðàòîðîâ ({K1, u0} - âîãíóòûå îïåðàòîðû), êîòîðûå ñîäåðæàëè u0-âîãíóòûå è
u0 - ìîíîòîííûå îïåðàòîðû, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé [Áàõòèí, 1957; ñ.13], íî äëÿ êîòîðûõ îñòàâàëèñü
ñïðàâåäëèâûìè âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðèè Óðûñîíà.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ëèíèè 4.
Íà îäíîé èç ñòàäèé äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Óðûñîí

èñïîëüçîâàë íåðàâåíñòâî [Óðûñîí, 1923; ñ.238-239 ]∫ b

a

K(x, s, ϕ(s))ds ≤ CK ′y(x, ξ, 0), ξ ∈ (a, b);C = Const. (18)

26Ýòî ïðîèçîøëî, ïî-âèäèìîìó, â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà îáû÷íîé ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A1, ñòîÿùåãî â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (17).
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Îíî áûëî âçÿòî íà çàìåòêó ïðè ðàçâèòèè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì òåîðèè êîíóñîâ. Òàê êàê â (18)
ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ÿäðà íåëèíåéíîãî îïåðàòîðàA0, òî îæèäàåìî èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðíîé
ïðîèçâîäíîé äëÿ îáîáùåíèÿ (18) è óòî÷íåíèÿ îöåíêè îïåðàòîðà A â íåðàâåíñòâå (14). Ýòî óòî÷íåíèå
áûëî âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé Ôðåøå ïî êîíóñó [Êðàñíîñåëüñêèé, Ëàäûæåíñêèé,
1954, ñ.330]:

Pϕ = A′(θ)ϕ; Qϕ = A′(∞)ϕ,

ãäå îïåðàòîð P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
‖ϕ‖→0

‖ Aϕ− Pϕ ‖
‖ ϕ ‖

= 0,

à îïåðàòîð Q - óñëîâèþ

lim
‖ϕ‖→∞

‖ Aϕ−Qϕ ‖
‖ ϕ ‖

= 0. (19)

Óñëîâèå (19) áûëî íàçâàíî óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A.
Íàïðèìåð, äëÿ îïåðàòîðà Óðûñîíà ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå â íóëå - ýòî îïåðàòîð, çàäàííûé ðà-

âåíñòâîì (15); àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíîé íà áåñêîíå÷íîñòè - îïåðàòîð, çàäàííûé ðàâåíñòâîì
(16).

Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü îá èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëü-
íûõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ u0-âîãíóòûõ îïåðàòîðîâ ñïðàâåäëèâà òåî-
ðåìà î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñïåêòðà [Êðàñíîñåëüñêèé, Ëàäûæåíñêèé, 1954, ñ.331; 338]:

Ïóñòü A - u0-âîãíóòûé, âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, àñèìèïòîòè÷åñêè áëèçêèé ê ëèíåéíî-
ìó u0-îãðàíè÷åííîìó îïåðàòîðó Q è èìåþùèé â òî÷êå θ ñèëüíóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå P , ÿâëÿþ-
ùóþñÿ u0- îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì.

Òîãäà ïîçèòèâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò èíòåðâàë (λP , λQ). Êðîìå òî-
ãî, ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ âåòâü, âûõîäÿùóþ
èç θ è óõîäÿùóþ â áåñêîíå÷íîñòü. 27, ïðè÷¼ì êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà A èç
ïîçèòèâíîãî ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð v 6= θ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñà î ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè, çàâèñÿùèìè
îò ïàðàìåòðà, íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â òîì ÷èñëå
ïðèíöèïà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Çäåñü Êðàñíîñåëüñêèé èñïîëüçîâàë ðàíåå ðàçðàáîòàííóþ
èì òåîðèþ âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [Êðàñíîñåëüñêèé, 1956; Ãë. II].
Ýòî ïîçâîëèëî, â ÷àñòíîñòè, ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ

x = A(x, µ) (20)

è òåîðåìó î òîì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20) îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ âåòâü ïðè óñëîâèÿõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ïðîèçâîäíûõ A′(θ, µ) è A′(∞, µ) [Êðàñíîñåëüñêèé, 1956, Ãë. V, �2], à òàêæå
èññëåäîâàòü áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ â (20).

Êðîìå òîãî, ìåòîä Áàõòèíà-Êðàñíîñåëüñêîãî ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ìàëûå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ x(λ)
óðàâíåíèÿ

λAx = x

ïðè λ ≈ λ0 (λ > λ0), êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

xn(λ) = µAxn−1(λ) n = 1, 2, ...

[Áàõòèí, Êðàñíîñåëüñêèé, 1961, c.329], ãäå µ íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè λ.
Ïåðåéä¼ì ê ëèíèè � 5.

Ïðèìåíÿåìûå Êðàñíîñåëüñêèì òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû (ñì. âûøå) âîñõîäÿò ê ïîëüñêîìó ìàòåìàòè-
êó Þëèóøó Øàóäåðó [Schauder, 1930] è ãîëëàíäñêîìó ó÷¼íîìó Ë¼éòçåíó Áðàóýðó [Brouwer, 1911].
Èõ èäåè áûëè ðàçâèòû Êðàñíîñåëüñêèì â åãî ïåðâîé ìîíîãðàôèè [Êðàñíîñåëüñêèé, 1956] è íàøëè
ñâî¼ ïðîäîëæåíèå â òåîðèè êîíóñîâ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû28 [Êðàñíîñåëüñêèé, 1960; ñ.527].

Ïóñòü âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A ñæèìàåò èëè ðàñòÿãèâàåò êîíóñ K. Òîãäà A èìååò â
êîíóñå K ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåíóëåâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

27Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A îáðàçóåò ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíóþ âåòâü
âûõîäÿùóþ èç θ è óõîäÿùóþ â áåñêîíå÷íîñòü, åñëè íå ïóñòî ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ãðàíèöåé ëþáîãî îãðà-
íè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî θ [Êðàñíîñåëüñêèé, 1951, c.482].

28Ñïåöèàëèñò ïî íåëèíåéíîìó àíàëèçó, ïðîôåññîð Ì.Ê. Êâîíã (ÊÍÐ) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äàííàÿ òåîðåìà ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà çà ðàìêàìè ìåòðè÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ è òåì ñàìûì ïîñòàâëåíà â îäèí ðÿä ñ òåîðåìàìè î
íåïîäâèæíîé òî÷êå Áðàóýðà è Øàóäåðà [Kwong, 2008; p.6].
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Òåðìèíîëîãèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â òåîðåìå, òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ.
Îïåðàòîð A (Aθ = θ) ñæèìàåò êîíóñ K (ñì. ðèñ. 4), åñëè ∃ (R > 0, r > 0):

x−Ax /∈ K, x ∈ K, ‖ x ‖> R; (21)

Ax− x /∈ K, x ∈ K, ‖ x ‖6 r. (22)

Îïåðàòîð A (Aθ = θ) ðàñòÿãèâàåò êîíóñ K (ñì. ðèñ. 5), åñëè

Ax− x /∈ K, x ∈ K, ‖ x ‖> R; (23)

x−Ax /∈ K, x ∈ K, ‖ x ‖6 r. (24)

Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà óñëîâèé (22) è (23) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííûå
òðóäíîñòè, â òî âðåìÿ, êàê ñâîéñòâà (21) è (24) ìîãóò áûòü âûâåäåíû, ê ïðèìåðó, èç ìîíîòîííîñòè
íîðìû [Êðàñíîñåëüñêèé,1960; ñ.527]. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé Êðàñíîñåëüñêèé îïÿòü çà-
äåéñòâîâàë ìåòîä ìèíîðàíò(A−) è ìàæîðàíò (A+). Èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî

åñëè Ax � A−x, òî [(A−x− x) /∈ K ⇒ (Ax− x) /∈ K].

Àíàëîãè÷íàÿ èìïëèêàöèÿ ñïðàâåäëèâà è äëÿ ìàæîðàíòû A+. Ýòî ïîçâîëèëî ïåðåêëþ÷èòüñÿ íà
ïðîâåðêó áîëåå ïðîñòûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ (22) è (23), óñëîâèé äëÿ ëèíåéíîãî, u0-îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà B [Êðàñíîñåëüñêèé,1960; ñ.528].

Ðèñ. 4. Ñæàòèå êîíóñà Ê.

Fig. 4. Cone K compression.

Ðèñ. 5. Ðàñòÿæåíèå êîíóñà Ê.

Fig. 5. Cone K extension.

Íîâûé ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè îêàçàëîñü îñîáåííî óäîáíûì ïðèìåíÿòü äëÿ òåõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âèäà

Ax = x, (25)
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â êîòîðûõ îïåðàòîð A äèôôåðåíöèðóåì â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. ëèíèþ 4).
Ïðèâåä¼ì îäíó èç äâóõ òåîðåì (âòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Òåîðåìà.Ïóñòü u0-îãðàíè÷åííûé ñíèçó
29 ëèíåéíûé îïåðàòîð B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Bu0 �

(1 + ε)u0, ãäå ε > 0. Òîãäà Bx− x /∈ K ∀x ∈ K, x 6= θ.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî êîíóñíàÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå Êðàñíîñåëüñêîãî äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ

íà òîò ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå (14) èìååò íåñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê [Êðàñíîñåëüñêèé,1962;
ñ.164]. Â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàììåðøòåéíà

y(t) =

∫
Ω

K(t, s)f(s, y(s))ds

â êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà C(Ω) áóäåò âûòåêàòü (â óñëîâèÿõ "îáîáù¼ííîé"
òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå) èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f(s, y) ñîäåðæèò ó÷àñòêè áûñòðîãî è ìåäëåí-
íîãî ðîñòà ïî y [Êðàñíîñåëüñêèé, Ñòåöåíêî, 1963; ñ.123].

Ëèíèÿ 6 áóäåò ïðåäñòàâëåíà â êðàòêîé ôîðìå.
Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå èíòåðåñíûå, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ïðèëîæåíèÿ30 òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ

îïåðàòîðîâ, êîòîðûå íå áûëè óïîìÿíóòû âûøå è êîòîðûå âîøëè â ìîíîãðàôèþ Êðàñíîñåëüñêîãî
[Êðàñíîñåëüñêèé, 1962; Ãë. 7]:

1. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé è èññëå-
äîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

2. Âûÿâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ó ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è çàêëþ÷àëñÿ â íàõîæäåíèè
êîíóñîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå áûëè áû èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì ïî
òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû31. Âûâîä î íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äåëàëñÿ íà îñíîâå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðè ñäâèãå, ñîîòâåòñòâóþùåì èçìåíåíèþ âðåìåíè íà âåëè÷èíó
ïåðèîäà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû.

3. Íàéäåíû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè äâóõòî÷å÷íîé êðàâåâîé çàäà÷è âèäà

ẍ+ f(t, x, ẋ) = 0,

x(0) = x(1) = 0.

â êîíóñå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèè f(t, u, v).

4. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òðåíèåì è áåç íåãî.

5. Èçó÷åí âîïðîñ î ïîëîæèòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà:

rt− s2

(1 + p2 + q2)α
= f(x, y, z, p, q); (x, y, z) ∈ Ω ⊂ R3, (26)

ãäå p = zx, q = zy, r = zxx, s = zxy, t = zyy; 0 ≤ α ≤ 1.
Îñíîâíàÿ èäåÿ - ýòî îáðàùåíèå îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè (26) è âûÿâëåíèå åãî "ïî-
ëåçíûõ" ñâîéñòâ â êîíóñå îãðàíè÷åííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.

8. Çàêëþ÷åíèå. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû (ñåðåäèíà 1960-êîíåö 1970-õ) èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ìåòîäàìè òåîðèè êîíóñîâ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëèñü. Îòìåòèì çäåñü îòäåëüíî íàèáîëåå
âåñîìûå ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòèêîâ:

• Îïðåäåëåíèå è èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ âðàùåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ - Ì.À.
Êðàñíîñåëüñêèé, Ï.Ï. Çàáðåéêî è äð. [Êðàñíîñåëüñêèé, Çàáðåéêî, 1975, Ãë. 4, �3] (1965-1975
ãã.);

• Ðàçâèòèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè è íåðàñòÿ-
ãèâàþùèìè îïåðàòîðàìè - Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé, Â.ß. Ñòåöåíêî [Êðàñíîñåëüñêèé, Ñòåöåíêî,
1969] (1965-1970 ãã.);

29Îïåðàòîð B áûë íàçâàí Êðàñíîñåëüñêèì u0-îãðàíè÷åííûé ñíèçó, êîãäà êàæäîìó x ∈ K,x 6= θ ñîîòâåòñòâóþò
òàêèå ÷èñëà p ∈ N, α ∈ R, ÷òî Bpx � αu0 [Êðàñíîñåëüñêèé, 1960; ñ. 528].

30Èõ ñïèñîê äàëåêî íå ïîëîí (ñì., íàïðèìåð [Êðàñíîñåëüñêèé, Ðóòèöêèé, 1958, Ãë. 4, �20]).
31Ýòà òåìà ïîëó÷èëà ñâî¼ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ìîíîãðàôèè [Êðàñíîñåëüñêèé, 1966].
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• Ïîñòðîåíèå òåîðèè ïñåâîäîâîãíóòûõ è ãåòåðîòîííûõ îïåðàòîðîâ - Â.È. Îïîéöåâ [Îïîéöåâ,
1975; Îïîéöåâ, 1978] (âòîðàÿ ïîëîâèíà 1970-õ ãã.);

• Ïîÿâëåíèå íîâûõ ðàçíîâèäíîñòåé êîíóñîâ è îïåðàòîðîâ â íèõ - È.À. Áàõòèí [Áàõòèí, 1975;
Áàõòèí, Áàõòèíà, 1976](ñåðåäèíà 1970-õ ãã.);

• Ïðèëîæåíèå òåîðèè êîíóñîâ ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè - Â.È. Îïîéöåâ [Îïîéöåâ,
1977] (âòîðàÿ ïîëîâèíà 1970-õ ãã.).

è íàèáîëåå èçâåñòíûå äîñòèæåíèÿ çàðóáåæíûõ ó÷¼íûõ:

• Ïåðåíîñ òåîðèè êîíóñîâ â ëîêàëüíî-âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà - Õ.Øåôåð [Schaefer, 1958]-[Schaefer,
1960];

• Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òð¼õ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ax = x â êîíóñå Ã. Àìàí [Amann,
1972];

• Îáîáùåíèå "êîíóñíîé òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå" Êðàñíîñåëüñêîãî - T. Áåíäæàìèí [Benja-
min, 1971] è Ð. Íóññáàóì [Nussbaum, 1973] (îñëàáëåíèå óñëîâèé íà ïðåîáðàçîâàíèå ãðàíèöû), à
òàêæå Ð. Ëåããåò è Ë. Óèëüÿìñ [Leggett, Williams, 1979] (èñïîëüçîâàíèå îáëàñòåé áîëåå îáùåãî
âèäà).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èññëåäîâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå çàïàäíûõ ìàòåìàòèêîâ (êðîìå íåìåöêîãî
ó÷¼íîãî Õåëüìóòà Øåôåðà) áûëè âûïîëíåíû ãîðàçäî ïîçæå ïåðåâîäà ìîíîãðàôèè Ì.À. Êðàñíî-
ñåëüñêîãî íà àíãëèéñêèé ÿçûê [Krasnosel'skii, 1964] è èõ àâòîðû íàõîäèëèñü, áåçóñëîâíî, ïîä å¼
âëèÿíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äî êîíöà 1970-õ ãã. ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè îñòàâàëèñü
íà ëèäèðóþùèõ ïîçèöèÿõ â òåîðèè êîíóñîâ è ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïîäâåä¼ì èòîã, ïåðåéäÿ ê îòâåòàì íà îñòàâøèåñÿ âîïðîñû, ñôîðìóëèðîâàííûå âî ââåäåíèè:

1. Êëþ÷åâîé ìîìåíò äëÿ íà÷àëà ðàçâèòèè òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ - èññëåäîâàíèÿ
Øòóðìà ìàëûõ êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì (íà÷àëî 1830-õ ãã.) è ïîÿâëåíèå òåîðåìû
Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà î ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè (êîíåö 1900-õ ãã.).

2. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè êîíóñîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ - èññëåäî-
âàíèÿ Ì.Ã. Êðåéíà ïî òåîðèè ìîìåíòîâ (ñåðåäèíà 1930-õ ãã.).

3. Îòïðàâíàÿ òî÷êà äëÿ íà÷àëà èññëåäîâàíèé íåëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ - äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè, âîñõîäÿùèìè ê Ë.
Áðàóýðó (Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ, Õ.Õîïô - 1935 ã.).

4. Îáîñîáëåíèå òåîðèè ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîèçîøëî ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ
Ì.Ã. Êðåéíîì è Ì.À. Ðóòìàíîì ñèñòåìîîáðàçóþùåé ñòàòüè â æóðíàëå ÓÌÍ (1948 ã.).

5. Ïåðåëîìíûé ïóíêò â ðàçâèòèè òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ - å¼ ïðåâðàùåíèå â èí-
ñòðóìåíò êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé, 1950-å
ãã.).

6. Îêàçàëîñü, ÷òî òåîðèÿ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ
ðàçâèòèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè, ïîñêîëüêó
à) â íåëèíåéíîì àíàëèçå èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîìïîçèöèþ ëèíåé-
íûõ è íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ;
á) ëèíåéíûå îïåðàòîðû óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìèíîðàíò è ìàæîðàíò;
â) ëèíåéíûå îïåðàòîðû íåèçáåæíî âîçíèêàþò ïðè îïðåäåëåíèè îïåðàòîðíûõ ïðîèçâîäíûõ.

7. Çà 25 ëåò ñâîåãî ðàçâèòèÿ (1945-1970 ãã.) òåîðèÿ êîíóñîâ îáîãàòèëà ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç
çà ñ÷¼ò ïîÿâëåíèÿ íîâûõ

• ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ;

• òèïîâ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëîâ;

• òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå;

• ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ;

• ïðèìåíåíèé ïðîèçâîäíûõ îïåðàòîðîâ;

• ìîäèôèêàöèé è ïðèìåíåíèé ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
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Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèÿì â îáñóæàåìîé îáëàñòè äî ñèõ
ïîð íå îñëàáåë êàê â Ðîññèè (ñì., íàïðèìåð, [Êóáåêîâà, 2001], [Äîðîõîâ, 2009], òàê è çà ðóáåæîì
([Wang, 2003], [Webb, 2010]). Ïî-âèäèìîìó, ýòà òåíäåíöèÿ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è äàëüøå.

Áëàãîäàðíîñòè.
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó Ð.Ð. Ìóõèíó (ÑÒÈ ÍÈÒÓ ÌÈÑÈÑ, ã. Ñòàðûé

Îñêîë) çà ïîëåçíûå ñîâåòû; ó÷àñòíèêàì XXV Ãîäè÷íîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèÿ ÈÈÅÒ ÐÀÍ èì. Ñ.È.
Âàâèëîâà, XVI ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ:
ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû, ïðèëîæåíèÿ è ïðîáëåìû èñòîðèè" è Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé øêîëû Ñ.Ã. Êðåéíà-2020 çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è å¼ îáñóæäåíèå, à òàêæå Â.Ï. Áîãàòîâîé çà
ïåðåâîä ïåðâîèñòî÷íèêîâ ñ íåìåöêîãî ÿçûêà è ïîìîùü â äîñòóïå ê îðèãèíàëüíûì ðàáîòàì.
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