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В прошлой серии...

Утверждение. Пусть ℒ(𝐵) — генератор вполне положительной
сохраняющей след полугруппы, коммутирующей с 𝜌 · 𝜌−1, 𝜆 —
собственные числа, тогда в

ℒ(𝐵) = −𝑖[𝐻,𝐵] + {Ψ*(𝐼), 𝐵} + Ψ(𝐵),

[𝐻, 𝜌] = 0 и существует такой базис Tr𝐹 †
𝑖,𝜆𝐹𝑗,𝜇 = 𝛿𝜆𝜇𝛿𝑖𝑗 ,

𝐹 †
𝑖,1 = 𝐹𝑖,1,

что

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆 + 𝑎̃𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎̃𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1
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Квантовый детальный баланс

Утверждение. В случае 𝜌-самосопряжённости полугруппы, её
генератор определяется

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝜆)(𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆+𝜆𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎̃𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

и
[𝐻,𝐵] = 0
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Квантовый детальный баланс

Ψ(𝐵𝜌) = Ψ*(𝐵)𝜌

∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝜆𝑎𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆 +

1

𝜆
𝑎̃𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆) +

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1 =

=
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑎*𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †
𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆 + 𝑎̃*𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †

𝑗,𝜆) +
mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎*𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

𝑎̃*𝑖𝑗(𝜆) = 𝜆𝑎𝑖𝑗(𝜆)

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝜆)(𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆+𝜆𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎̃𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 13 Теретёнков Александр



Квантовый детальный баланс

𝑖[𝐻,𝐵𝜌] = −𝑖[𝐻,𝐵]𝜌

𝑖[𝐻,𝐵]𝜌 + 𝑖𝐵 [𝐻, 𝜌]⏟  ⏞  
=0

= −𝑖[𝐻,𝐵]𝜌

Таким образом, [𝐻,𝐵] = 0.
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Квантовый детальный баланс

Определение. ГКСЛ генератор ℒ = −𝑖[𝐻, ·] +𝒟 удовлетворяет
условию детального баланса относительно 𝜌 > 0 если

[𝐻, 𝜌] = 0, ⟨⟨𝒟*𝐴|𝐵⟩⟩𝜌 = ⟨⟨𝐴|𝒟*𝐵⟩⟩𝜌

Утверждение. Если ℒ удовлетворяет условию детального
баланса относительно 𝜌 > 0, то ℒ𝜌 = 0.

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 13 Теретёнков Александр



Квантовый детальный баланс

Аналогично, можно было бы взять 𝜆 < 1

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆<1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝜆)(𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆+𝜆𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎̃𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

Если матрицу представить в виде распределения Гиббса

𝜌 =
𝑒−𝛽𝐻0

𝑍
, 𝛽 > 0, 𝐻0 > 0

spec 𝜌 · 𝜌−1 = 𝑒−𝛽𝜔, 𝜔 ∈ spec[𝐻0, ·]

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜔>0

mul 𝜔∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛾𝑖𝑗(𝜔)(𝐴𝑖(𝜔)𝐵𝐴†
𝑗(𝜔) + 𝑒−𝛽𝜔𝐴†

𝑖 (𝜔)𝐵𝐴𝑗(𝜔))+

+
mul 0∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛾𝑖𝑗(0)𝐴𝑖(0)𝐵𝐴𝑗(0)
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Квантовый детальный баланс

Утверждение. Если ℒ удовлетворяет условию детального
баланса относительно 𝜌 = 𝑒−𝛽𝐻𝑆

𝑍 , то

𝒟 =
∑︁
𝛼

𝒟𝛼

где

𝒟𝛼𝜌 =
∑︁
𝜔>0

(︂
𝐶𝛼,𝜔𝜌𝐶

†
𝛼,𝜔 − 1

2
𝐶†
𝛼,𝜔𝐶𝛼,𝜔𝜌−

1

2
𝜌𝐶†

𝛼,𝜔𝐶𝛼,𝜔+

+𝑒−𝛽𝜔(𝐶†
𝛼,𝜔𝜌𝐶𝛼,𝜔 − 1

2
𝐶𝛼,𝜔𝐶

†
𝛼,𝜔𝜌−

1

2
𝜌𝐶𝛼,𝜔𝐶

†
𝛼,𝜔)

)︂
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Квантовый детальный баланс

⟨⟨𝐴|𝐵⟩⟩𝜌,𝑠 = Tr 𝜌𝑠𝐴†𝜌1−𝑠𝐵, 𝑠 ∈ [0,1]

Семейство условий детального баланса

⟨⟨Φ*(𝐴)|𝐵⟩⟩𝜌,𝑠 = ⟨⟨𝐴|Φ*(𝐵)⟩⟩𝜌,𝑠

Утверждение. (𝜌, 1)— детальный баланс ⇒ (𝜌, 𝑠)— детальный
баланс.
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Предел сингулярной связи

𝐻 = 𝐻𝑆 + 𝜀−2𝐻𝐵 + 𝜀−1𝐻𝐼

𝐻𝐼 =
∑︁
𝛼

𝐴𝛼 ⊗𝐵𝛼, 𝐴†
𝛼 = 𝐴𝛼, 𝐵†

𝛼 = 𝐵𝛼

В шредингеровском представлении

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑆(𝑡) = −𝑖[𝐻𝑆 + 𝐻𝐿𝑆 , 𝜌𝑆(𝑡)] + 𝒟(𝜌𝑆(𝑡))

𝐻𝐿𝑆 =
∑︁
𝜔

∑︁
𝛼,𝛽

𝑆𝛼𝛽(𝑡)𝐴†
𝛼𝐴𝛽

𝒟(𝜌𝑆) =
∑︁
𝛼,𝛽

𝛾𝛼𝛽(𝑡)

(︂
𝐴𝛽𝜌𝑆𝐴

†
𝛼 − 1

2
{𝐴†

𝛼𝐴𝛽, 𝜌𝑆}
)︂
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Предел сингулярной связи

Γ𝛼𝛽(𝑡) =

∫︁ +∞

0
⟨𝐵𝛼(𝑡)𝐵𝛽(𝑡− 𝑠)⟩𝑑𝑠

Γ𝛼𝛽(𝑡) =
1

2
𝛾𝛼𝛽(𝑡) + 𝑖𝑆𝛼𝛽(𝑡)
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Предел низкой плотности

Рассматривается газ частиц с низкой концентрацией 𝑛. Задача
состоит в описании динамики внутренних степеней свободы и
исключении трансляционных степеней свободы.

𝐻𝑆 =
∑︁
𝑘

𝜖𝑘|𝑘⟩⟨𝑘|

𝐻𝐵 =

∫︁
𝑑3𝑝𝐸(−→𝑝 )|−→𝑝 ⟩⟨−→𝑝 |

𝜌𝐵 =
1

𝑉

∫︁
𝑑3𝑝𝐺(−→𝑝 )|−→𝑝 ⟩⟨−→𝑝 |

⟨𝑘, 𝑞⃗|𝑆|𝑙, 𝑝⟩ = 𝛿(𝑞⃗− 𝑝)𝛿𝑘𝑙 − 2𝜋𝑖𝛿(𝜖𝑘 +𝐸(𝑞⃗)− 𝜖𝑙 −𝐸(𝑝))𝑇 (𝑘, 𝑞⃗|𝑙, 𝑝)
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Предел низкой плотности

𝐻𝐿𝑆 =
𝑛

2

∑︁
𝜖𝑘=𝜖𝑙

∫︁
𝑑3𝑝𝐺(−→𝑝 ) (𝑇 (𝑘,−→𝑝 |𝑙,−→𝑝 ) + 𝑇 *(𝑘,−→𝑝 |𝑙,−→𝑝 )) |𝑘⟩⟨𝑙|

𝑇𝜔(−→𝑞 ,−→𝑝 ) =
∑︁

𝜖𝑘−𝜖𝑙=𝜔

𝑇 (𝑘,−→𝑞 |𝑙,−→𝑝 )|𝑘⟩⟨𝑙|

𝒟(𝜌𝑆) = 2𝜋𝑛
∑︁
𝜔

∫︁
𝑑3𝑝

∫︁
𝑑3𝑞𝐺(−→𝑝 )𝛿 (𝐸(−→𝑞 ) − 𝐸(−→𝑝 ) + 𝜔) ·

·
(︂
𝑇𝜔(−→𝑞 ,−→𝑝 )𝜌𝑆𝑇

†
𝜔(−→𝑞 ,−→𝑝 ) − 1

2
{𝑇 †

𝜔(−→𝑞 ,−→𝑝 )𝑇𝜔(−→𝑞 ,−→𝑝 ), 𝜌𝑆}
)︂
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Косвенные измерения

Система эволюционирует в соответствии с гамильтонианом 𝐻
и мы хотим измерить величину 𝐴 посредством косвенного
измерения. А именно, мы взаимодействуем с системой в
течении небольшого времени 𝜃 посредством

𝐻𝐼(𝑡) = 𝑔(𝑡)𝐴𝑄

А затем измеряем импульс 𝑃 сопряжённый 𝑄. И
рассматриваем предел непрерывного измерения 𝜃 → 0.
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Косвенные измерения

Тогда, если 𝑔(𝑡) достаточно мало, то пределы 𝜎2
𝑄 = lim

𝜃→0
𝜃⟨𝑄2⟩𝜃

и 𝜎2
𝑃 = lim

𝜃→0
𝜃−1⟨𝑃 2⟩𝜃 будут конечны. Обратное действие зонда

на систему при измерении величины 𝐴 описывается
уравнением:

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻, 𝜌(𝑡)] − 1

2
𝜎2
𝑄[𝐴,[𝐴,𝜌(𝑡)]]
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Предел модели столкновений

Эволюционируем в течении времени 𝜏

Φ𝜏 (𝜌) = Tr𝑅(𝑈𝜏𝜌⊗ 𝜌𝑅𝑈
†
𝜏 )

”Выкидываем” резервуар

Φ𝜏 (𝜌) ⊗ 𝜌𝑅

и повторяем 𝑛 = 𝑡
𝜏 шагов, тогда редуцированная матрица

плотности:
Φ

𝑡
𝜏
𝜏 (𝜌)

Если существует предел 𝜏 → +0 и Φ
1
𝜏
𝜏 — вполне положительное

при 𝜏 → +0, то

Ψ𝑡 = lim
𝜏→0

Φ
𝑡
𝜏
𝜏

задаёт вполне положительную полугруппу.
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