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Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî

Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî, îáû÷íî îáîçíà÷àåìàÿ ?(x), äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü x ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáûêíîâåííîé öåïíîé äðîáè

x = [0; a1, a2, . . . , an, . . .] =
1

a1 +
1

a2 + . . .

.

Òîãäà äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x âûïîëíåíî

?(x) :=
∞∑
k=1

(−1)k+1

2a1+...+ak−1
(1)

Åñëè x ðàöèîíàëüíîå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà êîíå÷íà.
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Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî è äåðåâî Øòåðíà-Áðîêî

Ïóñòü Fn - n−é óðîâåíü äåðåâà Øòåðíà-Áðîêî, òî åñòü

Fn : {ξ = [0; a1, . . . , ak ] : a1 + . . .+ ak = n + 1}

Ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî êàê

ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â äåðåâå Øòåðíà-Áðîêî

?(x) = lim
n→∞

#{ξ ∈ Fn : ξ 6 x}
2n + 1

.
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Ñâîéñòâà ?(x), ñáîðíàÿ ñîëÿíêà

1 ?(x)- ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

2 Ñâîéñòâà ñèììåòðèè: ?(x) = 1−?(1− x), ?( x
x+1) =

?(x)
2

3 Ïðîèçâîäíàÿ?(x) ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: 0 and

+∞. Ïî÷òè âñþäó âûïîëíåíî ?'(x)=0.

4 ?′(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Q.
5 Åñëè p1

q1
è p2

q2
- äâîå ñîñåäåé â äåðåâå Øòåðíà-Áðîêî, òî

åñòü |p1q1 −
p2
q2
| = 1

q1q2
, òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

?(p1+p2
q1+q2

) =
?(

p1
q1

)+?(
p2
q2

)

2
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Ãðàôèê ?(x)

Ðèñ.: Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî
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Ñòàáèëüíûå òî÷êè ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî.

Ñòàáèëüíûìè òî÷êàìè ?(x) íàçûâàþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

?(x) = x . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

?(0) = 0, ?(12) =
1
2 , ?(1) = 1.Ïîñêîëüêó ?′(x) = 0 â

ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî èìååò êàê

ìèíèìóì îäíó ñòàáèëüíóþ òî÷êó íà èíòåðâàëå (0, 12). Òàê êàê
?(x) = 1−?(1− x), ìíîæåñòâî ñòàáèëüíûõ òî÷åê ñèììåòðè÷íî

îòíîñèòåëüíî 1
2 . Èçâåñòíàÿ íåäîêàçàííàÿ ãèïîòåçà ãëàñèò:

Ãèïîòåçà

Óðàâíåíèå ?(x) = x èìååò ðîâíî 5 ðåøåíèé.

Ïîêà ýòî áåçíàä¼æíàÿ çàäà÷à...
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Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî. Ðåçóëüòàòû

Äóøèñòîâîé, Êàíà è Ìîùåâèòèíà.

Ïóñòü x = [0; a1, ..., an, ..] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
St(x) = a1 + . . .+ at .

Òåîðåìà (A)

(i) Ïóñòü äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x èç (0, 1) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Sx(t) < κ1t. Òîãäà
ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1),
òàêîå ÷òî ?′(x) = 0 è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Sx(t) < (κ1 + ε)t.

ãäå

κ1 = 2 log
(
1 +
√
5
)/

log 2− 2 = 1.3884 . . . .
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Ðåçóëüòàòû Äóøèñòîâîé, Êàíà è Ìîùåâèòèíà. Òåîðåìà 2

Òåîðåìà (B)

(i) Ïóñòü äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x èç (0, 1) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Sx(t) > (κ2 + ε)t. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà

0.
(ii) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1),
òàêîå ÷òî ?′(x) = +∞ è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Sx(t) < (κ2 − ε)t.

Íàïîìíèì,

λn = 0.5
(
n +

√
n2 + 4

)
, (2)

κ2 =
4 log λ5 − 5 log λ4

log λ5 − log λ4 − log
√
2
= 4.401 . . . . (3)
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Ðåçóëüòàòû Äóøèñòîâîé, Êàíà è Ìîùåâèòèíà. Òåîðåìà 3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé,

íåïîëíûå ÷àñòíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{1, 2, . . . , n}, ãäå n > 5. Ñëó÷àé, êîãäà x ∈ F4 òðèâèàëåí,
ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ âñåãäà ðàâíà +∞.

Òåîðåìà (C)

(i) Ïóñòü äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x ∈ Fn èç (0, 1) äëÿ íåêîòîðîãî

ε > 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Sx(t) < (κ
(n)
1 − ε)t. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà

+∞.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ Fn, òàêîå
÷òî ?′(x) = 0 è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî Sx(t) < (κ
(n)
1 + ε)t.
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Ðåçóëüòàòû àâòîðà è È. Êàíà

Îáîçíà÷èì

κ4 =

√
κ1 − 1

log 2
= 0.7486 . . . . (4)

Òåîðåìà (D)

(i) Ïóñòü äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x èç (0, 1) ïðîèçâîäíàÿ ?′(x)
ñóùåñòâóåò è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ?′(x) = 0. Òîãäà äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë t âûïîëíåíà îöåíêà

max
u6t

(Sx(u)− κ1u) > κ4
√
t log t (1− o(1)) .

(ii) Ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî ?′(x) = 0 è

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Sx(t)− κ1t 6 2
√
2 · κ4

√
t log t (1 + o(1)) .
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Ðåçóëüòàòû àâòîðà è È. Êàíà � ïðîäîëæåíèå

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû ââåä¼ì êîíñòàíòû

λ̃ =
√
2λ4/λ5 ≈ 1.1537043 è

γ =
2 +
√
5√

20
· 5 +

√
29

2
√
29

(
1 + [0; 4][0; 5]

)2 ≈ 0.9982728, (5)

Òåîðåìà (E)

(i) Ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ ?′(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t âûïîëíåíà îöåíêà

max
u6t

(κ2u − Sx(u)) >
2√
3

√
−(5− κ2) (κ2 − 4) log (γ)

log λ̃

√
t > 0.06222

√
t.

(6)

(ii) Ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî

?′(x) = +∞ è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

κ2t − Sx(t) 6 0.26489
√
t. (7)
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Íîâûå ðåçóëüòàòû àâòîðà

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â óòâåðæäåíèÿõ (i) è (ii) òåîðåì âûøå

èçó÷àþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå âåëè÷èíû. È îïòèìàëüíûå

êîíñòàíòû â íèõ ìîãóò íå ñîâïàäàòü.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí èððàöèîíàëüíûì ÷èñëàì ñ

ïðîèçâîëüíûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè. Óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

ïðèìåð èç òåîðåìû D ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì.

Òåîðåìà (1)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

x = [0; a1, . . . , an, . . .] òàêîå, ÷òî ?′(x) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t âûïîëíåíî

Sx(t)− κ1t > (2
√
2− ε)κ4

√
t log t. (8)
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Íîâûå ðåçóëüòàòû àâòîðà

Âòîðîé ðåçóëüòàò ïîñâÿù¼í óòâåðæäåíèþ (i) òîé æå òåîðåìû.

Òåîðåìà (2)

(i)Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

x = [0; a1, . . . , an, . . .] òàêîå, ÷òî ?′(x) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî

max
u6t

(Sx(u)− κ1u) = ϕ′1(t) > (
√
2− ε)κ4

√
t log t. (9)

(ii)Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

x = [0; a1, . . . , an, . . .] òàêîå, ÷òî ?′(x) = 0 è ïðè ýòîì äëÿ

áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t âûïîëíåíî

max
u6t

(Sx(u)− κ1u) = ϕ′1(t) 6 (
√
2 + ε)κ4

√
t log t. (10)
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Íîâûå ðåçóëüòàòû àâòîðà

Òðåòèé ðåçóëüòàò ïîñâÿù¼í óòâåðæäåíèþ (ii) òåîðåìû E. Ïóñòü

κ5 =

√
8(κ2 − 4)(5− κ2) log (γ−1)

log λ̃
≈ 0.152427. (11)

Òåîðåìà (3)

(i)Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x ∈ (0, 1)
òàêîå, ÷òî ?′(x) = +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 äëÿ áåñêîíå÷íî

ìíîãèõ t âûïîëíåíî

ϕ2(t) = κ2t − Sx(t) > (κ5 − ε)
√
t. (12)

(ii) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1),
òàêîå ÷òî ?′(x) = +∞ è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ϕ2(t) = κ2t − Sx(t) 6 (κ5 + ε)
√
t. (13)
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Íîâûå ðåçóëüòàòû àâòîðà

×åòâ¼ðòûé ðåçóëüòàò ïîñâÿù¼í óòâåðæäåíèþ (i) òåîðåìû E.

Òåîðåìà (4)

(i)Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî x ∈ (0, 1)
òàêîå, ÷òî ?′(x) = +∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî

ϕ′2(t) = max
u6t

(κ2t − Sx(t)) >

(
κ5
2
− ε
)√

t. (14)

(ii) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå x ∈ (0, 1),
òàêîå ÷òî ?′(x) = +∞ è äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

ϕ′2(t) = max
u6t

(κ2t − Sx(t)) 6

(
κ5
2

+ ε

)√
t. (15)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî: íåóëó÷øàåìûå îöåíêè



Ñòàðòîâàÿ ëåììà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qn çíàìåíàòåëü ïîäõîäÿùåé äðîáè

[0; a1, . . . , an].

Ëåììà (Í. Ìîùåâèòèí)

Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî x ∈ (0, 1) è ïðîèçâîëüíîãî δ
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå t = t(x , δ) òàêîå, ÷òî

?(x + δ)−?(x)
δ

>
qtqt−1
2Sx (t)+4

?(x + δ)−?(x)
δ

6
q2t

2Sx (t)−2
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Âû÷èñëåíèå êîíòèíóàíòà

Êàê îáû÷íî, êîíòèíóàíò 〈a1, . . . , at〉 âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî.

〈〉 = 1, 〈a1〉 = a1, 〈a1, . . . , at〉 = at〈a1, . . . , at−1〉+〈a1, . . . , at−2〉

Ëåììà (1)

Äëÿ ëþáîãî êîíòèíóàíòà 〈a1, . . . , at〉 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

C2ϕ
t

w(t)∏
i=1

(
di + 1

)
> 〈a1, . . . , at〉 > C1ϕ

t

w(t)∏
i=1

(
di
4

)
,

ãäå C íå çàâèñèò îò t.
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Áëîêîâàÿ ñòðóêòóðà

Ââåä¼ì íîâûå ïàðàìåòðû. Ïóñòü ε > 0 - ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî

èç óñëîâèÿ Òåîðåìû. Ïóñòü λ = λ(ε) - ïðîèçâîëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

1 > λ > 1− ε610−6. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå êîíñòàíòû.

M =
10 log ε

log λ
, P =

[
log 6

log (1 + ε2)

]
+ 1, N = 2M(P + 2).

Ïóñòü òåïåðü t äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî

λNt > t
log t è ïðè ýòîì λNt ∈ Z. Îáîçíà÷èì ti = λi t. Ðàçðåæåì

êîíòèíóàíò íà áëîêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bi = (ati+1, ati+2, . . . , ati−1), 1 6 i 6 N. Îáîçíà÷èì tN+1 = 0,
òîãäà BN+1 = (a1, . . . , atN ) åñòü íà÷àëüíûé îòðåçîê öåïíîé

äðîáè. Òàêèì îáðàçîì,

[0; a1, . . . , at ] = [0;BN+1,BN , . . . ,B1].

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà i−ãî áëîêà ðàâíà (1− λ)λi−1t. Äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X = b1, b2, . . . , bk îáîçíà÷èì

S(X ) = b1 + . . .+ bk è ϕ(X ) = S(x)− κ1t.
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Îïðåäåëåíèå fi è f ′i

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò áëîêà Bi .

Îáîçíà÷èì èíäåêñ íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ÷åðåç mi . Åñëè â

áëîêå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà ðàâíû ìàêñèìàëüíîìó, âûáåðåì

ñàìûé ëåâûé èç íèõ. Òàêèì îáðàçîì, ami = Mi . Äëÿ êàæäîãî

áëîêà Bi ðàññìîòðèì òàêæå �óêîðî÷åííûé� áëîê

B ′i = (ati+1, . . . , ami−1). Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò

ïîëíîãî áëîêà íå âõîäèò â óêîðî÷åííûé.

Çàìåòèì, ÷òî

Smi−κ1mi = ϕ(BN+1)+ϕ(BN)+. . .+ϕ(Bi+1)+ϕ(B
′
i )+(Mi−κ1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷èñëà fi è f ′i ÷åðåç ðàâåíñòâà:

〈Bi 〉 =
√
2
S(Bi )+fi

√
ti−1 log t

, 〈B ′i 〉 =
√
2
S(B′i )+f ′i

√
ti−1 log t

. (16)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé ?′(x) äëÿ
ëþáîãî 1 6 i 6 N + 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

〈BN+1,BN , . . . ,Bi+1,B
′
i 〉√

2
S(BN+1)+S(BN)+...+S(Bi+1)+S(B′i )

< 1

Òî åñòü,
〈BN+1〉〈BN〉 . . . 〈Bi+1〉〈B ′i 〉√

2
S(BN+1)+S(BN)+...+S(Bi+1)+S(B′i )

< 1.

Ïîäñòàâëÿÿ (16), èìååì äëÿ êàæäîãî i

f ′i
√
ti−1 log t +

N+1∑
k=i+1

fk
√
tk−1 log t < 0. (17)

Ïåðåïèøåì åùå ðàç (16), ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ϕ(Bi )

〈Bk〉 =
√
2
κ1(tk−1−tk )+ϕ(Bk )+fk

√
tk−1 log t

,

〈B ′i 〉 =
√
2
κ1(mi−ti−1)+ϕ(B′i )+f ′i

√
ti−1 log t

.

(18)
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Îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíû 〈Bk〉, 〈B ′i 〉. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì

ci =
Mi√

ti−1 log t
.

Îáîçíà÷èì íå ðàâíûå åäèíèöå ýëåìåíòû 〈Bi 〉 ÷åðåç dk(m), à èõ
êîëè÷åñòâî ÷åðåç wk . Ïî Ëåììå 2, ïîëó÷àåì

〈Bk〉 > Cϕtk−1−tk
wk∏
m=1

(
dk(m)

4

)
. (19)

Çàìåòèì, ÷òî
wk∑
m=1

dk(m) = ((κ1 − 1)(tk−1 − tk))(1 + o(ε4)).

Çíà÷èò, â ñèòóàöèè, êîãäà âåëè÷èíà wk íå ôèêñèðîâàíà, ïðàâàÿ

÷àñòü (19) ìèíèìàëüíà, êîãäà âñå dk(m) ðàâíû ìàêñèìàëüíîìó

ýëåìåíòó ck
√

tk−1 log t. Èõ êîëè÷åñòâî â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî
(κ1−1)(tk−1−tk )(1+o(ε4))

ck
√

tk−1 log t
. Ïîëó÷àåì, ÷òî

〈Bk〉 > ϕtk−1−tk
(
ck
√

tk−1 log t

4

) (κ1−1)(tk−1−tk )(1+o(ε4))

ck
√

tk−1 log t

. (20)
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî
√
2
κ1

= ϕ, èç (18) è (20) ïîëó÷àåì:(
ci
√

ti−1 log t

ϕ

) (κ1−1)(ti−1−ti )(1+o(ε4))

ci
√

ti−1 log t

6
√
2
ϕ(Bi )+fi

√
ti−1 log t

. (21)

Ëîãàðèôìèðóÿ íåðàâåíñòâî (21) è óáèðàÿ â o(ε4) âñå ÷ëåíû
ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ, ïîëó÷àåì

(κ1 − 1)(tk−1 − tk)(1 + o(ε4))

ci
√

tk−1 log t

log t

2
6 (ϕ(Bi )+fk

√
tk−1 log t) log

√
2.

(22)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

ϕ(Bk) >
(κ1 − 1)(tk−1 − tk)

√
log t(1 + o(ε4))

ck log 2
√
tk−1

− fk
√
tk−1 log t.

(23)

ïðè k 6 N ýòà ôîðìóëà ïðåâðàùàåòñÿ â

ϕ(Bk) >

(
(κ1 − 1)(1− λ)(1 + o(ε4))

ck log 2
− fk

)√
tk−1 log t. (24)
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Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó 〈B ′i 〉. Îáîçíà÷èì ñóììó íåðàâíûõ

åäèíèöå ýëåìåíòîâ êîíòèíóàíòà ÷åðåç S ′′i . Ïóñòü ìàêñèìàëüíûé
ýëåìåíò 〈B ′i 〉 ðàâåí
c ′i
√

ti−1 log t. Òîãäà, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïîëíûõ

áëîêîâ, ïîëó÷àåì àíàëîã ôîðìóëû (23).

ϕ(B ′i ) >
S ′′i
√
log t(1 + o(ε4))

log 2c ′i
√
ti−1

− f ′i
√

ti−1 log t. (25)

Ñóììèðóÿ íåðàâåíñòâà (24) ïðè k = N,N − 1, . . . , i + 1 è (25), à

òàêæå ó÷èòûâàÿ (17), ïîëó÷àåì

S(mi )− κ1mi > (1 + o(ε4))

(
κ1 − 1

log 2cN+1

√
tN log t +

S ′′i
√
log t

log 2c ′i
√
ti−1

+

(κ1 − 1)(1− λ)
√
log t

log 2

N∑
k=i+1

√
tk
ck

)
+ (ci

√
ti log t − κ1).

(26)
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Òðèâèàëüíî îöåíèâàÿ

S ′′i
√
log t

log 2c ′i
√
ti−1

> 0,
κ1 − 1

log 2cN+1

√
tN log t > 0

è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ti+k = λkti , ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ i 6 N

S(mi )− κ1mi >(
(κ1 − 1)(1− λ)(1 + o(ε4))

log 2

N∑
k=i+1

(
√
λ)k−i

ck
+ ci

)√
ti log t.

(27)

Îáîçíà÷èâ

α =
(κ1 − 1)

log 2
(28)

è η = 1
α , íåðàâåíñòâî (27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

S(mi )− κ1mi >

(
(1− λ)

N∑
k=i+1

(
√
λ)k−i

ck
+ ηci

)
α
√
ti log t(1 + o(ε4)).

(29)
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà

Ïóñòü c1, c2, . . . , cN - ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ïóñòü ÷èñëà ϕk îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕk = (1− λ)
N∑

i=k+1

√
λ
i−k

ci
+ ηck . (30)

Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

max
16k6N

ϕk >
√
8η(1 + o(ε)). (31)
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Íåðàâåíñòâî (29) òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S(mi )− κ1mi >
√
λ
i
(
(1− λ)

N∑
k=i+1

(
√
λ)k−i

ck
+ ηci

)
α
√
t log t(1 + o(ε4)).

(32)

È äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �÷¼òíûõ òåîðåì� íóæíà ëåììà

Ëåììà

Ïóñòü íàáîð C = (c1, c2, . . . , cN) ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü ÷èñëà ϕk îïðåäåëÿþòñÿ ïî

ïðàâèëó (30). Çàäàäèì ÷èñëà φ′k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ′k(C ) =
√
λ
k
ϕk = (1− λ)

N∑
i=k+1

√
λ
i

ci
+
√
λ
k
ηck . (33)

Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

max
16k6N

ϕ′k(C ) >
√

2η(1 + o(ε)). (34)
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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