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Îòïðàâíàÿ òî÷êà

Öèòàòà

Êîíñòðóêöèÿ ñèñòåìû êîðíåé G2:

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî îïèñàòü êàê ìíîæåñòâî öåëûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë êðóãîâîãî ïîëÿ, ïîðîæä¼ííîãî êîðíåì
êóáè÷åñêèì èç åäèíèöû, ñ íîðìîé 1 èëè 3.

(Æ.-Ï. Ñåðð, Àëãåáðû Ëè è ãðóïïû Ëè, Ìèð, Ì., 1969, ñòð.
315).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



×àñòü 1: Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ
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Ñèñòåìû êîðíåé: íàïîìèíàíèå

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q è
v ∈ V �íåíóëåâîé âåêòîð. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå % : V → V
íàçûâàåòñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî v , åñëè

%(v) = −v ,
V % ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ â V .

Òîãäà îáðàçîì îïåðàòîðà %− id ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ Qv , à
ÿäðîì�ãèïåðïëîñêîñòü V %.
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Ñèñòåìû êîðíåé: íàïîìèíàíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî R â V , ïîðîæäàþùåå V è íå
ñîäåðæàùåå íóëÿ, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé â V , åñëè
(1) äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò îòðàæåíèå %a îòíîñèòåëüíî a,
äëÿ êîòîðîãî %a(R) = R (îíî àâòîìàòè÷åñêè åäèíñòâåííî);
(2) (%a − id)(b) ∈ Za äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R .
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Ñèñòåìû êîðíåé: íàïîìèíàíèå

Ñâîéñòâà è òåðìèíîëîãèÿ:

• Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàä Z ñèñòåìû êîðíåé R â V ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíûì Z-ìîäóëåì ðàíãà dimV .

• Ãðóïïà W (R), ïîðîæäåííàÿ âñåìè îòðàæåíèÿìè %a, a ∈ R ,
êîíå÷íà. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé R .

Òèïîì ñèñòåìû êîðíåé â V íàçûâàåòñÿ òèï åå äèàãðàììû
Äûíêèíà.

Ðàíãîì ñèñòåìû êîðíåé â V íàçûâàåòñÿ ÷èñëî dimV .
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Ïóñòü L�ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü êîíå÷íîãî ðàíãà n > 0,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ïîäìíîæåñòâî â Q-âåêòîðîì
ïðîñòðàíñòâå V = L⊗Z Q.

Ëþáîé òèï R ñèñòåì êîðíåé ðàíãà n ðåàëèçóåòñÿ â L:

Â L íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî R ðàíãà n, ÿâëÿþùååñÿ
ñèñòåìîé êîðíåé òèïà R â V .

Åñëè ïàðà (V , L) íàäåëåíà äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, òî
ãðóïïà Âåéëÿ W (R) ìîæåò íå áûòü ñ íåé ñîãëàñîâàííîé.
Íàïðèìåð, åñëè V íàäåëåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî â
W (R) ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ íå îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Ïðèìåð

n = 2, e1, e2 ∈ L�îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V ,
R = {±e1,±e2,±(e1 + e2)} �ñèñòåìà êîðíåé òèïà A2 â V .
Íå âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç å¼ ãðóïïû Âåéëÿ W (R)
îðòîãîíàëüíû.
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Åñòåñòâåííûì èñòî÷íèêîì ïàð (V , L) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ÷èñåë. Òàì îíè âîçíèêàþò â âèäå (K ,O), ãäå
K �÷èñëîâîå ïîëå, à O �åãî êîëüöî öåëûõ.

Ñ ïàðîé (K ,O) åñòåñòâåííî ñâÿçàí ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ
ñòðóêòóð. Ñðåäè íèõ âûäåëÿþòñÿ òðè ïîäãðóïïû â GLQ(K ):

(1) ãðóïïà Aut(K ) àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ K .

(2) ãðóïïà mult(K ∗), ãäå mult(a)�îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
a ∈ K ∗:

mult(a) : K → K , x 7→ ax .

(3) ãðóïïà L(K ), ïîðîæä¼ííàÿ Aut(K ) è mult(K ∗).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåàëèçàöèÿ òèïà ñèñòåì êîðíåé â ÷èñëîâîì
ïîëå

Îïðåäåëåíèå

Òèï R ñèñòåì êîðíåé (íå îáÿçàòåëüíî ïðèâåä¼ííûé ) íàçûâàåòñÿ
äîïóñêàþùèì ðåàëèçàöèþ â ÷èñëîâîì ïîëå K , åñëè

(1) [K : Q] = rk(R);

(2) â O ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî R ðàíãà rk(R), ÿâëÿþùååñÿ
ñèñòåìîé êîðíåé òèïà R â K ;

(3) W (R) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû L(K ).

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé òèïà R
â ïîëå K .
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Çàìå÷àíèå

Åñëè â ï. (2) ýòîãî îïðåäåëåíèÿ çàìåíèòü O íà K , òî
áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ íå ïîëó÷àåòñÿ.

Îáúÿñíåíèå:
Åñëè R �òàêîå ïîäìíîæåñòâî ðàíãà rk(R) â K , ÷òî R �ñèñòåìà
êîðíåé òèïà R â K è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) è (2), òî
ñóùåñòâóåò m ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî

m · R := {mα | α ∈ R} ⊂ O.

Ìíîæåñòâî m · R èìååò ðàíã rk(R), ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé
òèïà R â K è W (m · R) = W (R).
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 1 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

Ñèñòåìû êîðíåé òèïîâ A1 è BC1:

Âîçüìåì K = Q. Òîãäà O = Z è L(K ) = mult(Q∗).

Ïóñòü α ∈ Z, α 6= 0. Òîãäà

R := {±α} è R := {±α,±2α}

�ðåàëèçàöèè òèïîâ A1 è BC1 â ïîëå K .
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

Ñèñòåìû êîðíåé òèïîâ A2 è G2:

Âîçüìåì çà K òðåòüå êðóãîâîå ïîëå:

K = Q(
√
−3).

Òîãäà O = Z + Zω, ãäå ω = e2πi/6 = (1 + i
√

3)/2, à
Aut(K ) = 〈c〉, ãäå c �êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå a 7→ a.

Åñëè a ∈ L(K )�ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî a : K → K
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì îòíîñèòåëüíî
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû

K × K → Q, (a, b) 7→ TraceK/Q(ab) = 2Re(ab),
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

Ïðèìåð

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíò a ∈ K îïåðàòîð

ra := mult(−aa−1)c ∈ L(K )

ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî a.
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

O(1) = {±1,±ω,±ω2} (âñå êîðíè 6-é ñòåïåíè èç 1).
O(3) = (1 + ω)O(1).
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

O(1) = {±α1,±α2,±(α1 + α2)} ãäå α1 = 1, α2 = ω2.

Ïîýòîìó:

O(1)�ñèñòåìà êîðíåé òèïà A2 â K ñ áàçîé α1, α2.

O(3)�ñèñòåìà êîðíåé òèïà A2 â K ñ áàçîé β1 = (1 + ω)α1,
β2 = (1 + ω)α2.

O(1)
⋃

O(3)

= {±α1,±β2,±(α1+β2),±(2α1+β2),±(3α1+β2),±(3α1+2β2)}

�ñèñòåìà êîðíåé òèïà G2 â K ñ áàçîé α1, β2.
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

ra(O(d)) = O(d)

äëÿ êàæäîãî a ∈ O(1)
⋃

O(3) è ëþáîãî d . Ïîýòîìó ãðóïïû
W (O(1)), W (O(3)), W (O(1)

⋃
O(3)) ëåæàò â L(K ). Çíà÷èò,

O(1)�ðåàëèçàöèÿ òèïà A2 â ïîëå K ,

O(3)�ðåàëèçàöèÿ òèïà A2 â ïîëå K ,

O(1)
⋃

O(3)�ðåàëèçàöèÿ òèïà G2 â ïîëå K
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

Ñèñòåìû êîðíåé òèïîâ B2, 2A1, BC2, 2BC1, and A1

.
+ BC1:

Âîçüìåì çà K ÷åòâåðòîå êðóãîâîå ïîëå:

K = Q(
√
−1).

Òîãäà O = Z + Zi , à Aut(K ) = 〈c〉, ãäå c �êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå a 7→ a.
Åñëè a ∈ L(K )�ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî a : K → K
�îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî òîé æå
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû, ÷òî è âûøå:

K × K → Q, (a, b) 7→ TraceK/Q(ab) = 2Re(ab),

Êàê è âûøå, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a ∈ K îïåðàòîð

ra := mult(−aa−1)c ∈ L(K )

ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì.
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

O(1) = {±1,±i} (âñå êîðíè 4-é ñòåïåíè èç 1).
O(2) = (1 + i)O(1).
O(4) = 2O(1).
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

O(1) = {±α1,±α2} ãäå α1 = 1, α2 = i .

Ïîýòîìó:

O(1), O(2) è O(4)�ñèñòåìû êîðíåé òèïà A1

.
+ A1 â K ñ

áàçàìè α1, α2, β1 = (1 + i)α1, β2 = (1 + i)α2 è 2α1, 2α2.

O(1)
⋃

O(2) = {±α1,±β2,±(α1 + β2),±(2α1 + β2)},

�ñèñòåìà êîðíåé òèïà B2 â K ñ áàçîé α1, β2.
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

O(1)
⋃

O(4)�ñèñòåìà êîðíåé òèïà 2BC1 â K ñ áàçîé α1, α2.

O(1)
⋃
{±2}�ñèñòåìà êîðíåé òèïà A1

.
+ BC1 â K ñ áàçîé α1,

α2.

O(1)
⋃

O(2)
⋃

O(4)

= {±α1,±2α1,±β2,±(α1 + β2),±2(α1 + β2),±(2α1 + β2)},

�ñèñòåìà êîðíåé òèïà BC2 â K ñ áàçîé α1, β2.
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Ðåàëèçàöèè ñèñòåì êîðíåé ðàíãà 2 â ÷èñëîâûõ
ïîëÿõ

ra(O(d)) = O(d)

äëÿ êàæäîãî a ∈ O(1)
⋃

O(2) è ëþáîãî d . Ïîýòîìó ãðóïïû
W (O(1)), W (O(1))

⋃
W (O(2)), W (O(1)

⋃
O(4)),

W (O(1)
⋃

O(2)
⋃

O(4)), W (O(1)
⋃
{±2}) ëåæàò â L(K ).

Çíà÷èò,

O(1)�ðåàëèçàöèÿ òèïà A1

.
+ A1 â ïîëå K ,

O(1)
⋃

O(2)�ðåàëèçàöèÿ òèïà B2 â ïîëå K ,

O(1)
⋃

O(4)�ðåàëèçàöèÿ òèïà BC1

.
+ BC1 â ïîëå K ,

O(1)
⋃

O(2)
⋃

O(4)�ðåàëèçàöèÿ òèïà BC2 â ïîëå K ,

O(1)
⋃
{±2}�ðåàëèçàöèÿ òèïà A1

.
+ BC1 â ïîëå K
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Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà

Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ãðóïïû Âåéëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû

êîðíåé òèïà R è ðàíãà n ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ýòà ãðóïïà Âåéëÿ èçîìîðôíà ïîäãðóïïå G ãðóïïû L(K ),
ãäå K �÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n íàä Q.

(ii) Òèï R ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

A1, A2, B2, G2, A1

.
+ A1, A1

.
+ A1

.
+ A2, A2

.
+ B2.
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Ñðàâíåíèå ýòîé òåîðåìû ñî ñëåäóþùåé ïîêàçûâàåò:

Cóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó ïîäãðóïïîé G ãðóïïû
L(K ) è ãðóïïîé Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé ðàíãà [K : Q] è òèïà R
íå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî G = W (R), ãäå R �ñèñòåìà
êîðíåé òèïà R â O.
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Êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ ñèñòåì êîðíåé,
ðåàëèçóåìûõ â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Òåîðåìà

Äëÿ ñèñòåìû êîðíåé (íå îáÿçàòåëüíî ïðèâåäåííîé) òèïà R
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(i) ñóùåñòâóåò ÷èñëîâîå ïîëå, â êîòîðîì R äîïóñêàåò

ðåàëèçàöèþ;

(ii) rk(R) = 1 èëè 2.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



×àñòü 2: Ðåàëèçàöèÿ êîðíåâûõ ðåø¼òîê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåøåòêè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü L�ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü êîíå÷íîãî ðàíãà, à

b : L× L→ Z

íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà.
Ïàðà (L, b) íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé.

Äàëåå L âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà â
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V = L⊗Z Q íàä Q.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâàÿ ðåø¼òêà (L, b) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ÷èñåë b(x , y), ãäå x , y ∈ L,
ðàâåí 1.

Îïðåäåëåíèå

Ðåø¼òêà (L, b) íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé, åñëè b(x , x) ∈ 2Z äëÿ
ëþáîãî x ∈ L.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììîé êàêèõ-òî íåíóëåâûõ ïîäðåø¼òîê.

Îïðåäåëåíèå

Ðåøåòêà (L1, b1) íàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé ðåø¼òêå (L2, b2), åñëè
ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà m1,m2 ∈ Z, ÷òî (L1,m1b1) and
(L2,m2b2) èçîìåòðè÷íû.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Îáîçíà÷åíèå

Îáîçíà÷åíèå:

Îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà s ýêçåìïëÿðîâ ðåøåòêè (L, b)
îáîçíà÷àåòñÿ (L, b)s .

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êîðíåâûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâàÿ ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé, åñëè îíà
èçîìåòðè÷íà îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé ñóììå ðåø¼òîê,
ïðèíàäëåæàùèõ ê îáúåäèíåíèþ äâóõ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé
A` (` > 1), D` (` > 4) è ÷åòûð¼õ ñïîðàäè÷åñêèõ ðåø¼òîê Z1, E6,
E7, E8, ÿâíî îïèñàííûõ íèæå.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



ßâíîå îïèñàíèå ðåø¼òîê A`, D`, Z1, E6, E7, E8

Îáîçíà÷åíèÿ:

Rm îáîçíà÷àåò m-ìåðíîå âåùåñòâåííîå êîîðäèíàòíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé

Rm × Rm → R, ((x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym)) :=
∑m

j=1 xjyj . (∗)

ej := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ñ 1 íà j-ì ìåñòå.
Åñëè L�òàêàÿ Z-ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â Rm, ÷òî b(L× L) ⊆ Z, ãäå
b�îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (∗) íà L× L, òî (L, b) íàçûâàåòñÿ
ðåø¼òêîé â Rm î îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî L.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



ßâíîå îïèñàíèå ðåø¼òîê A`, D`, Z1, E6, E7, E8

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ è ñîãëàøåíèÿõ:

Zn�ðåø¼òêà {(x1, . . . , xn) | xj ∈ Z äëÿ âñåõ j} â Rn.

An�ðåø¼òêà {(x1, . . . , xn+1) ∈ Zn+1 |
∑n+1

j=1 xj = 0} â Rn+1.

Dn�ðåø¼òêà {(x1, . . . , xn) ∈ Zn |
∑n

j=1 xj ÷¼òíî} â Rn, n > 4.

E8�ðåø¼òêà D8
⋃(

D8 + 1
2(e1 + · · ·+ e8)

)
â R8.

E7�îðòîãîíàë â E8 ê ïîäðåø¼òêå Z(e7 + e8).

E6 �îðòîãîíàë â E8 ê ïîäðåø¼òêå Z(e7 + e8) + Z(e6 + e8).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ñâîéñòâà ðåø¼òîê A`, D`, Z1, E6, E7, E8

• A`, D`, Z1, E6, E7, E8 íåðàçëîæèìû.

• Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðíåâîé ðåø¼òêè â îðòîãîíàëüíóþ
ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ ïîäðåø¼òîê (íàçûâàåìûõ å¼
íåðàçëîæèìûìè êîìïîíåíòàìè) åäèíñòâåííî.

• A` ïðè ` 6= 1, D`, Z1, E6, E7, E8 ïðèìèòèâíû.

• A1 íå ïðèìèòèâíà.

• A`, D`, E6, E7, E8 ÷¼òíû.

• Z1 íå ÷¼òíà.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ñâÿçü ñ ñèñòåìàìè êîðíåé

• Åñëè R �ñèñòåìà êîðíåé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä
ïîëåì Q è L = ZR , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà
b : L× L→ Z, ÷òî (L, b)�êîðíåâàÿ ðåøåòêà.

• Âñÿêàÿ êîðíåâàÿ ðåø¼òêà òàê ïîëó÷àåòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íå
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì).

• Åñëè R íåïðèâîäèìà, òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå òèïà A1,
áèëèíåéíàÿ ôîðìà b îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî R
ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûð¼õ óñëîâèé:
(a) b èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Âåéëÿ W (R),
(b) b ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Z,
(c) b ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,
(d) (L, b) ïðèìèòèâíà.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ñâÿçü ñ ñèñòåìàìè êîðíåé

Äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïðèâåä¼ííûõ ñèñòåì êîðíåé R ñâÿçü ìåæäó
òèïîì R è òèïîì êîðíåâîé ðåøåòêè (L, b) äà¼òñÿ ñëåäóþùåé
òàáëèöåé:

òèï R òèï (L, b)

A`, ` > 1 A`
B`, ` > 2 Z`
C`, ` > 3 D`

C2 Z2

D`, ` > 3 D`
E`, ` = 6, 7, 8 E`

F4 D4

G2 A2

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Õàðàêòåðèçàöèÿ êîðíåâûõ ðåø¼òîê:
òåîðåìà Âèòòà

Òåîðåìà (E. Witt)

Ðåøåòêà (L, b) ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) ôîðìà b ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé;

(ii) Z-ìîäóëü L ïîðîæä¼í ìíîæåñòâîì

{x ∈L | b(x , x)=1 èëè 2}.

Ââèäó òåîðåìû Âèòòà, âñå êîðíåâûå ðåø¼òêè ðàçáèâàþòñÿ íà
ñëåäóþùèå òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ òèïà:

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Òðè òèïà êîðíåâûõ ðåø¼òîê

Êîðíåâûå ðåø¼òêè íåñìåøàííîãî òèïà I

Ýòî òå ðåø¼òêè (L, b), ó êîòîðûõ Z-ìîäóëü L ïîðîæäåí
ìíîæåñòâîì {x ∈ L | b(x , x) = 1}.

Ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå:

Ýòî â òî÷íîñòè âñå ðåø¼òêè, èçîìåòðè÷íûå Zn.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Òðè òèïà êîðíåâûõ ðåø¼òîê

Êîðíåâûå ðåø¼òêè íåñìåøàííîãî òèïà II

Ýòî òå ðåø¼òêè (L, b), ó êîòîðûõ Z-ìîäóëü L ïîðîæäåí
ìíîæåñòâîì {x ∈ L | b(x , x) = 2}.

Ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå:

Ýòî â òî÷íîñòè âñå ÷¼òíûå êîðíåâûå ðåø¼òêè.

Åù¼ îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå:

Ýòî â òî÷íîñòè âñå êîðíåâûå ðåø¼òêè, âñå íåðàçëîæèìûå
êîìïîíåíòû êîòîðûõ íå èçîìåòðè÷íû Z1.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Òðè òèïà êîðíåâûõ ðåø¼òîê

Êîðíåâûå ðåø¼òêè ñìåøàííîãî òèïà

Ýòî âñå îñòàëüíûå êîðíåâûå ðåø¼òêè.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êîíñòðóêöèÿ ðåø¼òîê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Åñòåñòâåííûì èñòî÷íèêîì ðåø¼òîê ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ÷èñåë. À èìåííî:

Ïóñòü K �÷èñëîâîå ïîëå ñ êîëüöîì öåëûõ O è

n := [K : Q] <∞.

Ïóñòü σ1, . . . , σn�ìíîæåñòâî âñåõ âëîæåíèé ïîëåé K ↪→ C.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êîíñòðóêöèÿ ðåø¼òîê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Êëàññè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë âêëàäûâàåò K â Rn ñî ñòàíäàðòíîé
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé. Ýòî íàäåëÿåò K (à ïîòîìó è O)
ñëåäóþùåé Q-áèëèíåéíîé ôîðìîé:

bK : K × K → C, bK (x , y) :=
∑n

j=1 σj(x)σj(y).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êîíñòðóêöèÿ ðåø¼òîê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Òåîðåìà

(i) Q-ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà bK (K × K ) ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì â R, ñîäåðæàùèì Q.
(ii) Áèëèíåéíàÿ ôîðìà bK ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà.

(iii) Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà (a), (b), (c) ýêâèâàëåíòíû:

(a) bK (K × K ) = Q.
(b) bK (O × O) ⊆ Q.
(c) Ñóùåñòâóåò òàêîé τ ∈ AutK , ÷òî τ2 = id è

bK (x , y) = TraceK/Q(x ·τ(y)) äëÿ ëþáûõ x , y ∈ K .

(iv) Åñëè âûïîëíåíî (c), òî ëèáî K âïîëíå âåùåñòâåííîå ïîëå è

τ = id, ëèáî K �ïîëå CM-òèïà è τ �êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êîíñòðóêöèÿ ðåø¼òîê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé êîíñòðóêöèè

Çàôèêñèðóåì èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì

θ ∈ AutK , θ2 = id.

Òîãäà

trK ,θ : K × K → Q, trK ,θ(x , y) := TraceK/Q(x ·θ(y))

�íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà è
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî èäåàëà I â O ïàðà

(I , trK ,θ) := (I , trK ,θ|I×I )

ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé ðàíãà n.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êîíñòðóêöèÿ ðåø¼òîê â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå

Ïóñòü J �íåíóëåâîé (äðîáíûé) èäåàë ïîëÿ K è a ∈ K �òàêîé
íåíóëåâîé ýëåìåíò, ÷òî θ(a) = a, TraceK/Q(ax · θ(y)) ∈ Z äëÿ
âñåõ x , y ∈ J. Ïóñòü

trK ,θ,J,a : J × J → Z, trK ,θ,J,a(x , y) := TraceK/Q(ax ·θ(y)).

Òîãäà (J, trK ,θ,J,a)�ðåø¼òêà.

Èñòîêè ýòîé êîíñòðóêöèè ïî ñóùåñòâó âîñõîäÿò ê Ãàóññó:

ïðè n = 2 è a = 1/NormK/Q(J) îíà äàåò êëàññè÷åñêîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èäåàëàìè è êâàäðàòè÷íûìè áèíàðíûìè
ôîðìàìè, óñòàíîâëåííîå Ãàóññîì.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Çàìå÷àòåëüíûå ðåø¼òêè âèäà (J , trK ,θ,J,a)

Íåêîòîðûå çàìå÷àòåëüíûå ðåø¼òêè èçîìåòðè÷íû ðåø¼òêàì
âèäà (J, trK ,θ,J,a).

Ïðèìåðû, â êîòîðûõ K ÿâëÿåòñÿ d-ì êðóãîâûì ïîëåì

(1) Êîðíåâûå ðåø¼òêè Ap−1 ñ íå÷¼òíûì ïðîñòûì p äëÿ d = p
(Ebeling).

(2) Êîðíåâûå ðåø¼òêè E6 è E8, äëÿ d = 9 è, ñîîòâåòñòâåííî,
d = 15, 20, 24 (Bayer-Fluckiger).

(3) Ðåøåòêà Êîêñåòåðà�Òîääà äëÿ d = 21 (Bayer-Fluckiger,
Martinet).

(4) Ðåøåòêà Ëè÷à äëÿ d = 35, 39, 52, 56, 84 (Bayer-Fluckiger,
Quebbemann).

(5) Èçâåñòíà êëàññèôèêàöèÿ êîðíåâûõ ðåø¼òîê, èçîìåòðè÷íûõ
ðåø¼òêàì âèäà (J, trK ,θ,J,a) (Bayer-Fluckiger, Martinet).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðîáëåìû:

Ïðîáëåìû

(1) Äàíà ðåø¼òêà (L, b). Âûÿñíèòü èçîìåòðè÷íà ëè îíà ðåø¼òêå

âèäà (J, trK ,θ,J,a) äëÿ ïîäõîäÿùèõ K , θ, J, a.

(2) Äàíû ðåø¼òêà (L, b), ïîëå K è åãî íåíóëåâîé èäåàë J.
Âûÿñíèòü ñóùåñòâóþò ëè òàêèå θ è a, ÷òî ðåø¼òêè (J, trK ,θ,J,a)
è (L, b) èçîìåòðè÷íû.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðîáëåìû:

Ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ èäåàëîâ ïîëÿ K èìååòñÿ îäèí
åñòåñòâåííî âûäåëåííûé, à èìåííî, O. Äëÿ íåãî èìååòñÿ
îäíî åñòåñòâåííî âûäåëåííûå çíà÷åíèå a = 1, ïîäõîäÿùèå äëÿ
ëþáîãî àâòîìîðôèçìà θ.

Ýòî ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ çàìå÷àòåëüíûõ ðåø¼òîê,
èçîìåòðè÷íûõ (èëè, áîëåå îáùî, ïîäîáíûõ) ðåø¼òêàì âèäà
(O, trK ,θ). Äàëåå îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ êîðíåâûõ ðåø¼òîê:

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðîáëåìû:

Ïðîáëåìû

(R) Êëàññèôèöèðîâàòü òàêèå ïàðû K , θ, äëÿ êîòîðûõ (O, trK ,θ)
ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé ðåø¼òêîé.

(S) Îáîáùåíèå: êëàññèôèöèðîâàòü òàêèå ïàðû K , θ, äëÿ
êîòîðûõ (O, trK ,θ) ïîäîáíà êîðíåâîé ðåø¼òêå.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïàðû K , θ ñ óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðèìåðû êîðíåâûõ ðåø¼òîê âèäà (O, trK ,θ)

Ïðèìåð

Ïóñòü n = 1.
Òîãäà K = Q, O = Z, θ = id è TraceK/Q(x) = x äëÿ ëþáîãî

x ∈ K . Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå (O, trK ,θ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé

ðåø¼òêîé Z1 (êîòîðàÿ ïîäîáíà, íî íå èçîìåòðè÷íà ðåø¼òêå A1).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðèìåðû êîðíåâûõ ðåø¼òîê âèäà (O, trK ,θ)

Ïðèìåð

Ïóñòü n = 2 è K ÿâëÿåòñÿ 3-ì êðóãîâûì ïîëåì: K = Q(
√
−3).

Ïóñòü θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå c . Òîãäà O = Z + Zω, ãäå
ω = (1 +

√
−3)/2, è

TraceK/Q(x)= x + θ(x) = 2Re(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ K .

Çíà÷èò, (O, trK ,θ)�êîðíåâàÿ ðåø¼òêà, èçîìåòðè÷íàÿ A2.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðèìåðû êîðíåâûõ ðåø¼òîê âèäà (O, trK ,θ)

Ïðèìåð

Ïóñòü n = 2 è K ÿâëÿåòñÿ 4-ì êðóãîâûì ïîëåì: K = Q(
√
−1).

Ïóñòü θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Òîãäà O = Z + Z
√
−1 è

TraceK/Q(x)= x + θ(x) = 2Re(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ K .

Çíà÷èò, (O, trK ,θ)�êîðíåâàÿ ðåø¼òêà, èçîìåòðè÷íàÿ A2
1.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êëàññèôèêàöèÿ êîðíåâûõ ðåø¼òîê âèäà
(O, trK ,θ)

Ðåøåíèå ïðîáëåìû (R):

Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïàðû K , θ ýêâèâàëåíòíû:

(a) (O, trK ,θ)�êîðíåâàÿ ðåø¼òêà;

(b) K , θ�îäíà èç ñëåäóþùèõ ïàð:

(b1) K = Q, θ = id;

(b)2 K = Q(
√
−3), θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå;

(b3) K = Q(
√
−1), θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðîáëåìà (S)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó (S) î êëàññèôèêàöèè ðåø¼òîê
(O, trK ,θ), ïîäîáíûõ êîðíåâîé ðåø¼òêå. Èõ îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî
áîëüøå, ÷åì ðåø¼òîê (O, trK ,θ), ÿâëÿþùèõñÿ êîðíåâûìè.

Îáîçíà÷åíèå:

m�åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî èç Z, äëÿ êîòîðîãî

TraceK/Q(O) = mZ

(òàêîå m ñóùåñòâóåò, ò. ê. TraceK/Q : O → Z�íåíóëåâîé
ãîìîìîðôèçì àääèòèâíûõ ãðóïï).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êëàññèôèêàöèÿ ðåø¼òîê (O, trK ,θ), ïîäîáíûõ
êîðíåâûì ðåø¼òêàì íåñìåøàííîãî òèïà I

Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïàðû K , θ ýêâèâàëåíòíû:

(a) (O, trK ,θ) ïîäîáíà Zn;

(b) (O, trK ,θ) ïîäîáíà An
1;

(c) (O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà Zn;

(d) (O, 2trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà An
1;

(e) K ÿâëÿåòñÿ 2a-ì êðóãîâûì ïîëåì, ãäå a ∈ Z, a > 0, à
θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, åñëè a > 1, è θ = id, åñëè a = 1.
Åñëè ýòè ñâîéñòâà âûïîëíåíû, òî n = 2a−1 è m = n.
Â (e), ïóñòü ζ2a ∈K�ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç åäèíèöû

ñòåïåíè 2a. Îáîçíà÷èì xj :=ζ j2a . Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ

íåðàçëîæèìûõ êîìïîíåíò êîðíåâîé ðåø¼òêè (O, trK ,θ/m)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå ïîäðåø¼òîê Zxj ,
0 6 j 6 2a−1 − 1. Äëÿ êàæäîãî j , çíà÷åíèå trK ,θ/m íà (xj , xj)
ðàâíî 1.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êëàññèôèêàöèÿ ðåø¼òîê (O, trK ,θ), ïîäîáíûõ
êîðíåâûì ðåø¼òêàì íåñìåøàííîãî òèïà II

Òåîðåìà

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïàðû K , θ ýêâèâàëåíòíû:

(a) (O, trK ,θ) ïîäîáíà ÷¼òíîé ïðèìèòèâíîé êîðíåâîé ðåø¼òêå.

(b) (O, trK ,θ/m)�÷¼òíàÿ ïðèìèòèâíàÿ êîðíåâàÿ ðåø¼òêà.

(c) n ÷¼òíî è (O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà An/2
2 .

(d) K ÿâëÿåòñÿ 2a3b-ì êðóãîâûì ïîëåì, ãäå a, b ∈ Z, a > 0,
b > 0, à θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Åñëè ýòè ñâîéñòâà âûïîëíåíû, òî n = 2a3b−1 è m = n/2.
Â (d), ïóñòü ζ2a è ζ3b ∈ K�ïðèìèòèâíûå êîðíè èç åäèíèöû

ñòåïåíåé 2a è 3b ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì xi ,j := ζ i2aζ
j
3b
.

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ íåðàçëîæèìûõ êîìïîíåíò êîðíåâîé

ðåø¼òêè (O, trK ,θ/m) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå

ïîäðåø¼òîê Zxi ,j +Zxi ,j+3b−1 , 0 6 i 6 2a−1− 1, 0 6 j 6 3b−1− 1.
Äëÿ âñåõ i , j çíà÷åíèÿ trK ,θ/m íà (xi ,j , xi ,j), (xi ,j+3b−1 , xi ,j+3b−1)
è (xi ,j , xi ,j+3b−1) ðàâíû 2, 2 è −1 ñîîòâåòñòâåííî.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðèëîæåíèå: (O, trK ,θ) è ðåø¼òêà Ëè÷à

Ïîñêîëüêó E8�åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè)
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ÷¼òíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà
ðàíãà 8, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû
ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà

Íå ñóùåñòâóåò ðåø¼òîê (O, trK ,θ), ïîäîáíûõ ðåø¼òêå Ëè÷à.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ïðèëîæåíèå: (O, trK ,θ) è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûå ÷¼òíûå óíèìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè

Íà ñàìîì äåëå ìû ïîëó÷àåì áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà

Íèêàêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ÷¼òíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ

ðåø¼òêà ðàíãà 6 48 íå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíîé ðåø¼òêå âèäà

(O, trK ,θ).

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò î÷åíü ìíîãî ðåø¼òîê,
íå ïîäîáíûõ ðåø¼òêàì âèäà (O, trK ,θ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

Φ(r)�÷èñëî ïîïàðíî íå èçîìåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííûõ ÷¼òíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê ðàíãà r , òî

Φ(8) = 1, Φ(16) = 2, Φ(24) = 24, Φ(32) > 107, Φ(48) > 1051.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå êîðíåâûì
ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà

Îáîçíà÷åíèå:

µK�(öèêëè÷åñêàÿ) ãðóïïà âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû â ïîëå K .

⊕ îáîçíà÷àåò îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó ðåø¼òîê.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Îãðàíè÷åíèÿ íà ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå
êîðíåâûì ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà

Òåîðåìà

Åñëè (O, trK ,θ) ïîäîáíà êîðíåâîé ðåø¼òêå ñìåøàííîãî òèïà, òî

(a) m = n > 1;
(b) âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n ðàçâåòâëåíû â ðàñøèðåíèè

K/Q è, åñëè ïðîñòîå p ∈ Z ðàçâåòâëåíî â K/Q, òî p 6 n;
(ñ) äèñêðèìèíàíò ðàñøèðåíèÿ K/Q äåëèòñÿ íà nn;
(d) |µK | = 2a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Z, a > 0; ÷èñëî 2a−1 äåëèò

n, íî íå ðàâíî åìó;

(e) (O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà ðåø¼òêå êîðíåé Z2a−1 ⊕ L, ãäå
L�íåíóëåâàÿ ÷¼òíàÿ ðåø¼òêà êîðíåé äåëÿùåãîñÿ íà 2a−1 ðàíãà,

à µK = {x ∈ O | (trK ,θ/m)(x , x) = 1};

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êâàäðàòè÷íûå ïîëÿ K ñ ðåø¼òêîé (O, trK ,θ),
ïîäîáíîé êîðíåâîé ðåø¼òêå ñìåøàííîãî òèïà

Òåîðåìà

Åñëè K�êâàäðàòè÷íîå (ò.å. n = 2) ïîëå, òî ñëåäóþùèå äâà

ñâîéñòâà ïàðû K , θ ýêâèâàëåíòíû:

(a) (O, trK ,θ) ïîäîáíà ðåø¼òêå êîðíåé ñìåøàííîãî òèïà;

(b) ëèáî K èçîìîðôíî Q(
√

2) è θ = id, ëèáî K èçîìîðôíî

Q(
√
−2) è θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Åñëè ñâîéñòâà (a), (b) âûïîëíåíû, òî (O, trK ,θ/2) èçîìåòðè÷íà
êîðíåâîé ðåø¼òêå Z1 ⊕ A1.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Êóáè÷åñêèå ïîëÿ K ñ ðåø¼òêîé (O, trK ,θ),
ïîäîáíîé êîðíåâîé ðåø¼òêå ñìåøàííîãî òèïà

Òåîðåìà

Åñëè K�êóáè÷åñêîå (ò.å. n = 3) âïîëíå âåùåñòâåííîå ïîëå è
θ = id, òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïàðû K , θ ýêâèâàëåíòíû:

(a) (O, trK ,θ) ïîäîáíà êîðíåâîé ðåø¼òêå ñìåøàííîãî òèïà;

(b) K �ìàêñèìàëüíîå âïîëíå âåùåñòâåííîå ïîäïîëå 9-ãî
êðóãîâîãî ïîëÿ.

Åñëè ñâîéñòâà (a), (b) âûïîëíåíû, òî (O, trK ,θ/3) èçîìåòðè÷íà
êîðíåâîé ðåø¼òêå Z1 ⊕ A2.

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå êîðíåâûì
ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà: ïðèìåðû

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ïðèìåðîâ äàåò áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïàð K , θ,
äëÿ êîòîðûõ (O, trK ,θ) ïîäîáíà êîðíåâîé ðåø¼òêå ñìåøàííîãî
òèïà.

Îñíîâîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûå ïîëÿ Q(ζd), ãäå
ζd �ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè d èç åäèíèöû, è èõ
ìàêñèìàëüíûå âïîëíå âåùåñòâåííûå ïîäïîëÿ

Q(ζd)+ := Q(ζd + ζ−1
d ).

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå êîðíåâûì
ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà: ïðèìåðû

Ïðèìåð

Ïóñòü a ∈ Z, a > 2, à

K = Q(ζ2a)+, θ = id.

Òîãäà

m = n = 2a−2, à

(O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà êîðíåâîé ðåø¼òêå Z1 ⊕ A2a−2−1
1 .

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå êîðíåâûì
ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà: ïðèìåðû

Ïðèìåð

Ïóñòü b ∈ Z, b > 1, à

K = Q(ζ3b)+, θ = id.

Òîãäà

m = n = 3b−1 à

(O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà êîðíåâîé ðåø¼òêå Z1 ⊕ A(3b−1−1)/2
2 .

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå êîðíåâûì
ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà: ïðèìåðû

Ïðèìåð

Ïóñòü a ∈ Z, a > 2, à

K = Q(ζ2a − ζ−1
2a ) ⊂ Q(ζ2a),

θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå

(ïîëå K ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì
âïîëíå âåùåñòâåííîãî ïîëÿ Q(ζ2a−1)+). Òîãäà

m = n = 2a−2, à

(O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà êîðíåâîé ðåø¼òêå Z1 ⊕ A2a−2−1
1 .

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ



Ðåø¼òêè (O, trK ,θ), ïîäîáíûå êîðíåâûì
ðåø¼òêàì ñìåøàííîãî òèïà: ïðèìåðû

Ïðèìåð

Ïóñòü a, b ∈ Z, a > 1, b > 1, à

K = Q(ζ2a)⊗Q Q(ζ3b)+ = Q(ζ2a(ζ3b + ζ−1
3b

)) ⊂ Q(ζ2a3b),

θ�êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Òîãäà

m = n = 2a−13b−1 è

(O, trK ,θ/m) èçîìåòðè÷íà êîðíåâîé ðåø¼òêå Z2a−1⊕A2a−2(3b−1−1)
2 .

Â. Ë. Ïîïîâ Ñèñòåìû è ðåø¼òêè êîðíåé â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ


