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1.0. Î êëàññèôèêàöèè âñåãî ñóùåãî
1.0.0. Àðèñòîòåëü. Ýòîò óäèâèòåëüíûé ÷åëîâåê (384-322 äî Ð.Õ.) çàíèìàëñÿ
ñàìûìè ðàçíûìè âîïðîñàìè1. Äëÿ ìàòåìàòèêîâ îí ïðåæäå âñåãî � íåñîìíåí-
íûé îñíîâàòåëü ëîãèêè; åãî ó÷åíèå î ñèëëîãèçìàõ ïåðåæèëî òûñÿ÷åëåòèÿ. Äëÿ
íàøåãî æå êóðñà îñîáî âàæíû åãî èäåè î êëàññèôèêàöèè.

Ñîâðåìåííîìó ÷åëîâåêó îáùèå êëàññèôèêàöèè Àðèñòîòåëÿ ìîãóò ïîêàçàòü-
ñÿ íå î÷åíü óáåäèòåëüíûìè � òàê, ïåðâîíà÷àëàìè âñåãî ñóùåãî îáúÿâëÿëèñü
ìàòåðèÿ, ôîðìà, ïðîèçâîäÿùàÿ ïðè÷èíà è öåëü2. (Âïðî÷åì, ïîëîæåíèÿ áîëåå
òîíêîé êëàññèôèêàöèè ïîíÿòíåå; íàïðèìåð, ìàòåðèÿ äàëåå ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà
ïÿòü ñòèõèé � âîçäóõ, âîäà, çåìëÿ, îãîíü è ýôèð, è ÷åòûðå èç ýòèõ ñòèõèé
îñòàþòñÿ âïîëíå ñîâðåìåííûìè � ëèøü îò ýôèðà3 ïðèøëîñü îòêàçàòüñÿ. Áîëåå
÷àñòíûå êëàññèôèêàöèè îñìûñëåííû è â 21-ì âåêå: íàóêè äåëÿòñÿ íà òåîðå-
òè÷åñêèå, ïðàêòè÷åñêèå è òâîð÷åñêèå, æèâîòíûå � íà ñíàáæ¼ííûõ êðîâüþ è
áåñêðîâíûõ (â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè íà ïîçâîíî÷íûõ è áåñïîçâîíî÷íûõ) è
ò. ï. Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, âûðàáîòàííûå Àðèñòîòåëåì è åãî ó÷åíèêîì Òåîôðàñ-
òîì (371�286 äî ð.Õ), êîòîðîãî èíîãäà íàçûâàþò îòöîì áîòàíèêè, ñîõðàíÿþò

1Âîò íåêîòîðûå íàçâàíèÿ òðóäîâ Àðèñòîòåëÿ: Î ïàìÿòè è âîñïîìèíàíèè, Î ñíå è áîäð-
ñòâîâàíèè, Î äîëãîòå è êðàòêîñòè æèçíè, Î äâèæåíèè æèâîòíûõ, Î äûõàíèè, Î öâå-
òàõ, Î äîáðîäåòåëÿõ è ïîðîêàõ, Ïîëèòèêà, Ýêîíîìèêà, Ïîýòèêà.

2Âåðîÿòíî, íå î÷åíü òî÷íûé ïåðåâîä ñ ãðå÷åñêîãî � Âèêèïåäèÿ .
3Ýòà íåáåñíàÿ ñóáñòàíöèÿ � ïðîçðà÷íûé è ëó÷åçàðíûé ñëîé âîçäóõà â ïðîçðà÷íûé è

ëó÷åçàðíûé ñëîé âîçäóõà, êîòîðûì äûøàò áîãè, êîòîðûì äûøàò áîãè â íàäëóííîì ìèðå...
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ñâî¼ çíà÷åíèå äî íàøèõ äíåé.

Äëÿ íàøåãî êóðñà, ðàçóìååòñÿ, âàæíû íå êîíêðåòíûå êëàññèôèêàöèîííûå ðå-
çóëüòàòû Àðèñòîòåëÿ, à åãî îáùèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è ïîäõîäû
ê èõ ðåøåíèþ. Îòìåòèì äâà ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èçâëå÷ü èç åãî ðàáîò.

• Õîðîøàÿ êëàññèôèêàöèÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî êëàññà îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ,
êàê ïðàâèëî, ìíîãîóðîâíåâîé.

• Êëàññèôèêàöèÿ îáúåêòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ æèâûõ íàóê,
îáû÷íî íå ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîé. Î êà÷åñòâå êëàññèôèêàöèè ÷àñòî ìîæíî
ñóäèòü ïî å¼ ïðèñïîñîáëåííîñòè ê ìîäèôèêàöèÿì, òðåáóåìûì ðàçâèòèåì íàóê.

Òåðìèíîëîãèÿ Àðèñòîòåëÿ, ê ñîæàëåíèþ, íåñîâìåñòèìà ñ íàøåé: èñõîäíûì ïîíÿòè-
åì äëÿ íåãî ÿâëÿþòñÿ äåñÿòü êàòåãîðèé (ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåãî,
÷òî ìîæåò áûòü âûðàæåíî áåç ñîñòàâà èëè ñòðóêòóðû� ñì. [Àðèñòîòåëü1978]). Â
ñîâðåìåííîé æå ìàòåìàòèêå òåðìèí êàòåãîðèÿ èìååò äðóãîé è ñîâåðøåííî òî÷íûé
ñìûñë � ñì. íåêîòîðûå íàïîìèíàíèÿ íèæå.

1.0.1. Åñòåñòâåííî-íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ. Íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèå ðåçóëüòàòû
ïîëó÷åíû â õèìèè. Ðåêîðäíîé ïî ïîëíîòå è çàêîí÷åííîñòè ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ

õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ïåðèîäè÷åñêîãî çàêîíà, îòêðûòîãî Ä.È. Ìåíäåëå-
åâûì â 1869-71 ãîäàõ (ñì. [Ìåíäåëååâ1958]). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà, êàê âñåì
èçâåñòíî, äîæèëà äî íàøèõ äíåé, à ñâîéñòâà íåêîòîðûõ âåùåñòâ, íåèçâåñòíûõ âî
âðåìåíà Ìåíäåëååâà, áûëè ïðåäñêàçàíû íà å¼ îñíîâå. Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ñì.,
íàïðèìåð, â [Scerri2011], î ñâÿçè ñ ìàòåìàòèêîé � [RestPach2020].

Êëàññèôèêàöèîííûå ïðîöåññû â áèîëîãèè, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, âîñõîäÿò ê Àðè-
ñòîòåëþ. Ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè ñîáèðàþòñÿ â ôèëîãåíåòè÷åñêèå

äåðåâüÿ, êîòîðûå ñàìè ñòðåìèòåëüíî ýâîëþöèîíèðóþò; ñì., íàïðèìåð, (ñëó÷àéíî âû-
áðàííóþ èç îãðîìíîãî ïîòîêà ðàáîòó) [BlAn2020]. Âåðîÿòíî, ïî ìåðå âíåäðåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèÿ âñåãî æèâîãî áóäåò óñëîæíÿòüñÿ è
óòî÷íÿòüñÿ; ñì. õîòÿ áû [CarbGrom2001]. Ñîâðåìåííàÿ èíòåðàêòèâíàÿ êîìïüþòåð-
íàÿ ñèñòåìà Lifemap (ñì. [Vienne2016]) ïîääåðæèâàåò ðàáîòó ñ äåðåâîì, â êîòîðîì
îêîëî 1.4 ìèëëèîíà âåðøèí (â óïðîù¼ííîé âåðñèè � îêîëî 800 òûñÿ÷). Âåðøèíû ýòèõ
äåðåâüåâ, ðàçóìååòñÿ, ñîîòâåòñòâóþò âèäàì � ïîíÿòèþ, êîòîðîå øèðîêî è îæèâë¼ííî
îáñóæäàåòñÿ.

Ôèçèêà ïðåòåíäóåò íà ïîíèìàíèå âñåãî ìàòåðèàëüíîãî è, â ÷àñòíîñòè, íå îñòàíàâëè-
âàåòñÿ íà õèìè÷åñêîì ïîíèìàíèè âåùåñòâ íà óðîâíå ìîëåêóë è àòîìîâ. Äàëüíåéøåå
óãëóáëåíèå â ìèêðîìèð ïðèâîäèò ê òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, èíîãäà íàçûâàå-
ìîé òàêæå ñóáúÿäåðíîé ôèçèêîé �ñì., íàïðèìåð, [ChengLi2006]. Ýòîò ðàçäåë ôèçèêè
ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàåòñÿ, è òàáëèöû ÷àñòî îáíîâëÿþòñÿ; âåðñèþ 2011 ãîäà ìîæíî
íàéòè â [NakEtAl2011]. Â ýòîé âåðñèè áîçîí Õèããñà, îá îòêðûòèè êîòîðîãî â Åâ-
ðîïåéñêîì öåíòðå ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé (ÖÅÐÍ) áûëî îáúÿâëåíî ÷åòâåðòîãî èþëÿ
2012 ãîäà (ñì. ðàçúÿñíåíèÿ äëÿ øèðîêîé ïóáëèêè â [Ðóáàêîâ2012]) åù¼ óïîìèíàåò-
ñÿ êàê ãèïîòåòè÷åñêàÿ ÷àñòèöà.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî îòêðûòèå áîçîíà Õèããñà çàâåðøàåò ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîé
Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ íå óäîâëåòâîðåíî
åé; ïî èõ ìíåíèþ, îíà íåäîñòàòî÷íî ýëåãàíòíà è â íåé ñëèøêîì ìíîãî �ïîäãîíî÷íûõ�
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ïàðàìåòðîâ. Ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö çà ïðåäåëàìè ñòàí-
äàðòíîé ìîäåëè � ïðåäìåò îáñóæäåíèÿ ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ òåêñòîâ, ñì., íàïðèìåð,
[Lykken2010].

Ãëàâíûì æå ïðîáåëîì ñîâðåìåííîé ôèçèêè, íå ïîçâîëÿþùåì åé ñòàòü òåîðèåé âñåãî,
îñòà¼òñÿ íåñîãëàñîâàííîñòü ñóùåñòâóþùèõ òåîðèé ìèêðîìèðà ñ êîñìîëîãè÷åñêèìè
òåîðèÿìè � õîòÿ ïî îòäåëüíîñòè è òå, è äðóãèå ñóùåñòâóþò è ïðåêðàñíî ñîãëàñóþò-
ñÿ ñî âñåìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåãîäíÿøíèå òåîðèè
îêàæóòñÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè òåîðèè áóäóùåãî, â êîòîðûå â êà÷åñòâå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ áóäóò âõîäèòü ñêîðîñòü ñâåòà c è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~, è òåîðèÿ
ìèêðîìèðà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïðè c → ∞, à ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè �
ïðè ~→ 0. Êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû â íàìå÷àåìûõ òåîðèÿõ â ÿâíîì âèäå âðÿä
ëè ïðîñìàòðèâàþòñÿ, íî íàìå÷àþòñÿ ãîðàçäî áîëåå òåñíûå, ÷åì ó êëàññè÷åñêîé ôè-
çèêè, ñâÿçè ñ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêîé è, â ÷àñòíîñòè, ñ ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé,
ãëàâíûìè ãåðîÿìè íàøåãî êóðñà. Ñì., íàïðèìåð, [Moore2016], [Rossi2017] è ò.ï.

1.0.2. Êëàññèôèêàöèÿ â ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ. Êëàññèôèêàöèîííûå ïðîáëå-
ìû â òàêèõ íàóêàõ, êàê èñêóññòâîâåäåíèå4, áûëè ïîñòàâëåíû òàê æå äàâíî, êàê â
åñòåñòâåííûõ íàóêàõ; íàïðèìåð, â Ïîýòèêå [Àðèñòîòåëü1978] êëàññèôèöèðóþòñÿ
ëèòåðàòóðíûå æàíðû è äàþòñÿ �îïðåäåëåíèÿ� ýïîñó, òðàãåäèè, êîìåäèè è ò.ä. Î÷åâèä-
íî, çà ïðîøåäøèå òûñÿ÷åëåòèÿ íå áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì, ñðàâíèìîãî
ñ òàáëèöåé Ìåíäåëååâà ïî òî÷íîñòè è îêîí÷àòåëüíîñòè; âïðî÷åì, èñêóññòâîâåäû, êàê
ïðàâèëî, íà áîëüøåå è íå ïðåòåíäóþò � ñð. öèòàòû ...Íèêàêîé ëîãè÷åñêîé è òâåðäîé

êëàññèôèêàöèè æàíðîâ ïðîèçâåñòè íåëüçÿ � [Òîìàøåâñêèé1996], ...Ïðèçíàêè ìíî-
ãîðàçëè÷íû, îíè ñêðåùèâàþòñÿ è íå äàþò âîçìîæíîñòè ëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè

æàíðîâ ïî îäíîìó êàêîìó-íèáóäü îñíîâàíèþ � [Àâåðèíöåâ1996].

Òåì íå ìåíåå, åñëè èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî â íàñòóïèâøåì òûñÿ÷åëåòèè èìåííî íàóêàì
î ×ÅËÎÂÅÊÅ ïðåäñòîèò âûéòè íà ïåðâûé ïëàí, óïîìÿíóòûå äîñòèæåíèÿ íåëüçÿ
íåäîîöåíèâàòü. Ìû � òîò âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíñòâåííîé âåðøèíå íà íåîáúÿò-
íîì ôèëîãåíåòè÷åñêîì äåðåâå, íà ïðåäñòàâèòåëåé êîòîðîãî ïðîèçâåäåíèÿ èñêóññòâà
äåéñòâóþò, èíîãäà î÷åíü ñèëüíî. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî, ÷åì â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîíè-
ìàíèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ, íåîáõîäèìà è êëàññèôèêàöèÿ è âèäîâ èñêóññòâà, è åãî àäðåñà-
òîâ (ìîäåëüíûé âîïðîñ: ÷òî êîìó ñìåøíî?).

Â êëàññèôèêàöèè àäðåñàòîâ, òî åñòü äèôôåðåíöèàëüíîé ïñèõîëîãèè, çà ìèíóâøèå
òûñÿ÷åëåòèÿ (íà÷èíàÿ ñ ïîäðàçäåëåíèÿ Ãèïïîêðàòîì ëþäåé íà ôëåãìàòèêîâ, õî-

ëåðèêîâ, ñàíãâèíèêîâ è ìåëàíõîëèêîâ) óñïåõè äîñòèãíóòû óìåðåííûå5: ôèãóðèðóåò
îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè òèïîâ ëè÷íîñòåé (ñì., íàïðèìåð, íåäàâ-
íèé îáçîð [?] ñ 11 ñòðàíèöàìè áèáëèîãðàôèè), íå ñîãëàñîâàííûõ ìåæäó ñîáîé. Ñðåäè
íèõ, âèäèìî, íåò óíèâåðñàëüíî ïðèçíàííûõ, è ðàñïðîñòðàíåíà ïðàêòèêà ïðèïèñûâà-
íèÿ ÷åëîâåêó òèïà íà îñíîâàíèè ñîìíèòåëüíûõ êîìïüþòåðíûõ òåñòîâ.

Êëàññèôèêàöèÿ âîñïðèÿòèÿ ëþäüìè ïðîèçâåäåíèé èñêóññòâà (ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî íåêî-
òîðûå ðåàêöèè íàâåðíÿêà ìîæíî ðåãèñòðèðîâàòü îáúåêòèâíî ìåòîäàìè íåéðîôèçèî-
ëîãèè), âèäèìî, îòíîñèòñÿ ê íàóêå áóäóùåãî.

Ñðåäè ãóìàíèòàðíûõ íàóê îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ëèíãâèñòèêà, êîòîðàÿ ïîñòåïåííî
ïðèîáðåòàåò âñ¼ áîëüøå ÷åðò òî÷íûõ íàóê. Å¼ âàæíûé ðàçäåë, êîìïàðàòèâèñòèêà,
íàïîìèíàåò óïîìèíàâøóþñÿ âûøå ãåíîìèêó, âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî å¼ ðåçóëüòàòû íîñÿò

4Íå áóäåì âäàâàòüñÿ â âîïðîñ î òîì, íàóêà ëè ýòî, ñ÷èòàÿ åãî òåðìèíîëîãè÷åñêèì.
5îöåíî÷íîå ñóæäåíèå...
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êëàññèôèêàöèîííûé õàðàêòåð (òî åñòü â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà îòíîñÿòñÿ ê íàøå-

ìó êóðñó), âî-âòîðûõ, òåì, ÷òî ÿçûêè ýâîëþöèîíèðóþò, è, â-òðåòüèõ, òåì, ÷òî çàäà÷è
ðåêîíñòðóêöèè ñîñòàâëÿþò ñóùåñòâåííóþ å¼ ÷àñòü. Êðîìå òîãî, äâå äèñöèïëèíû èìå-
þò âàæíîå ïåðåñå÷åíèå ïî ïðåäìåòó èññëåäîâàíèÿ � ðàííåé èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà.

Çäåñü ïåðñïåêòèâíû ìåæäèñöèïëèíàðíûå ïðîåêòû ñ ó÷àñòèåì íå òîëüêî ïðåäñòà-
âèòåëåé óïîìÿíóòûõ âûøå íàóê � ëèíãâèñòèêè è ãåíîìèêè � íî è íå óïîìÿíóòîé,
àðõåîëîãèè; ñì. [Ñòàðîñòèí2003].

1.0.3. Íà÷àëüíûå îáúåêòû. Ìû èñïîëüçóåì òåîðåòèêî-êàòåãîðíûé òåðìèí (ñì.
íàïîìèíàíèÿ íèæå), èñõîäÿ èç äîâîëüíî ïîâåðõíîñòíûõ àíàëîãèé: â íåêîòîðûõ êëàñ-
ñèôèêàöèîííûõ çàäà÷àõ ïðåäïîëàãàåòñÿ èëè ñ÷èòàåòñÿ óñòàíîâëåííûì, ÷òî êëàññè-
ôèöèðóåìûå îáúåêòû ðàçâèëèñü èç íåêîòîðîãî èñõîäíîãî.

• Âîçìîæíî, âñå ñîâðåìåííûå ëþäè � ïîòîìêè îäíîé-åäèíñòâåííîé æåíùèíû, àô-
ðèêàíñêîé Åâû, æèâøåé â Àôðèêå îêîëî 200 000 ëåò íàçàä, ñì. [Sykes2001].

• Íåêîòîðûå ëèíãâèñòû ïîääåðæèâàþò ãèïîòåçó ìîíîãåíåçà, çàêëþ÷àþùóþñÿ â òîì,
÷òî âñå ÿçûêè ìèðà ïðîèçîøëè èç ïðàÿçûêà, íà êîòîðîì âñå íàøè ïðåäêè ãîâîðèëè
40-50 òûñÿ÷ ëåò íàçàä, ñì. [Ñòàðîñòèí2003].

• Áèîëîãè ãîâîðÿò îá îáùåì ïðåäêå âñåãî æèâîãî (îí íàçûâàåòñÿ LUCA � last universal
common ancestor), ñì. [Wade2016].

Àíàëîãè ýòèõ è äðóãèõ ñòðóêòóð âñòðåòÿòñÿ â íàøåì êóðñå.

1.1. ×òî âíîñèò ìàòåìàòèêà?

1.1.0. Áåññïîðíûå äîñòèæåíèÿ. Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî õîðîøî èçâåñòíûõ êëàñ-
ñèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ èç ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè; â îñíîâíîì îíè íå îò-
íîñÿòñÿ ê íàøåìó êóðñó.

Íà÷í¼ì ñ òð¼õ ïðèìåðîâ èç àëãåáðû � îáëàñòè ìàòåìàòèêè, â êîòîðîé ïîíÿòèå
èçîìîðôèçìà ôîðìóëèðóåòñÿ îñîáåííî ïðîñòî.

Êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû. Èõ êëàññèôèêàöèÿ ñðàâíèòåëüíî êðàòêà.
• Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïðîñòîãî ïîðÿäêà Cp;
• çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû Altn ïðè n ≥ 5;
• ãðóïïû ëèåâñêîãî òèïà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè � ÷åòûðå ñåðèè êëàññè÷åñêèõ

(ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå, îðòîãîíàëüíûå, óíèòàðíûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå), è íå áîëåå
îäèííàäöàòè6 ñåðèé èñêëþ÷èòåëüíûõ;
• 26 ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñì. [Aschbacher2004]. Èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äîêàçàòåëüñòâà êëàññèôèêà-
öèîííîé òåîðåìû íåâåðîÿòíî äëèííû è íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé âûçûâàëè ñîìíåíèÿ;
ñåé÷àñ âåäóòñÿ ðàáîòû ïî êîìïüþòåðíîé ïðîâåðêå äîêàçàòåëüñòâ.

Ïðîñòûå êîìïëåêñíûå àëãåáðû Ëè. Èõ êëàññèôèêàöèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðåäû-
äóùåé, íî ñóùåñòâåííî ïðîùå.

6Èõ îáîçíà÷åíèÿ è ðàçäåëåíèå ïî òèïàì íå âïîëíå óñòîÿëîñü.
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• Êëàññè÷åñêèå àëãåáðû Ëè: ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå sln(C), îðòîãîíàëüíûå7 son(C)
è ñèìïëåêòè÷åñêèå sp2n(C);
• Èñêëþ÷èòåëüíûå àëãåáðû Ëè: e6(C), e7(C), f4(C), g2(C).

Ñì. [Jac1979]. Êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï ëèåâñêîãî òèïà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè òåñíî
ñâÿçàíà ñ ýòîé êëàññèôèêàöèåé.

Êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ãðóïïû. Òàê íàçûâàþòñÿ ãðóïïû ñèììåòðèé, êîòîðûå
îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå ñèììåòðèè áåñêîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ òî÷åê â R3.
Äðóãîå íàçâàíèå � ô¼äîðîâñêèå ãðóïïû. Èìååòñÿ 230 êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï ñî
ñëîæíîé ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ Ãåðìàíà-Ìîãåíà. Ñì. ñîâðåìåí-
íîå èçëîæåíèå â [ÂàÔðÈí1979].

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èç òîïîëîãèè. Ïîëíîñòüþ ðàñêëàññèôèöèðîâàíû ñâÿçíûå êîì-

ïàêòíûå îðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè. È ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà, è ñ òî÷-
íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèå ïîâåðõíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì èíâàðèàíòîì, ðîäîì, êîòîðûé íåôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê
÷èñëî ðó÷åê èëè äûðîê, à ôîðìàëüíî � ëèáî êàê ïîëîâèíà ïåðâîãî ÷èñëà Áåòòè, ëèáî
êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàçðåçîâ, òðåáóåìûõ äëÿ âëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïëîñêîñòü.
Ñì., íàïðèìåð, [Thomassen1992].

Äâà êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðà èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàñàþòñÿ
èñêëþ÷åíèé èç ïðàâèëà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ �íî-
âûìè� òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè (íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �èçâåñòíûå� ôóíêöèè,
ê êëàññó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé).

Ñïèñîê Øâàðöà. Â í¼ì ïåðå÷èñëåíû òðîéêè a, b, c ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ãèïåðãåî-

ìåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ y(x)

x(1− x)y′′ +
(
c− (1 + a+ b)

)
y′ − ab · y = 0

äîïóñêàåò íåíóëåâîå àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñïèñîê ñîäåðæèò îäíó áåñêîíå÷íóþ ñå-
ðèþ è 15 òðîåê a ≥ b ≥ c.

a b c Ñâÿçàíà ñ ...
1
2

1
2

i
n
≤ 1

2
n-äèýäðîì

1
2

1
3

1
3

òåòðàýäðîì
2
3

1
3

1
3

òåòðàýäðîì

. . . . . . . . . . . .
1
2

2
5

1
3

èêîñàýäðîì
3
5

2
5

1
3

èêîñàýäðîì

Ñì., íàïðèìåð, [BalDwo1979].

Ñïèñîê Ïåíëåâå - Ëèñîâîãî - Òèõîãî. Ýòî � íåëèíåéíûé àíàëîã ïðåäûäóùåãî
ñïèñêà. Â í¼ì ïåðå÷èñëåíû ÷åòâ¼ðêè a, b, c, d ∈ C, äëÿ êîòîðûõ çíàìåíèòîå óðàâíåíèå
Ïåíëåâå-68

y′′ =
1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − x

)
y′2 +

(
1

x
+

1

x− 1
+

1

y − x

)
y′+

7Ïðèíÿòî îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü àëãåáðû êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ÷¼òíîãî è íå÷¼ò-
íîãî ïîðÿäêîâ.

8Ýòî óñòðàøàþùåãî âèäà óðàâíåíèå ñàìî âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå êëàññèôèêàöèè óðàâíå-
íèé âèäà y′′ = R ∈ C(x, y, y′), îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ïåíëåâå îòñóòñòâèÿ òàê íàçûâàåìûõ
êðèòè÷åñêèõ ïîäâèæíûõ îñîáåííîñòåé.
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+
y(y − 1)(y − x)
x2(x− 1)2

(
a+ b

x

y2
+ c

x− 1

(y − 1)2
+ d

x(x− 1)

(y − x)2

)
äîïóñêàåò àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñïèñîê ñëèøêîì ãðîìîçäîê, ÷òîáû åãî çäåñü ïðèâîäèòü. Îí ñîñòîèò èç ÷åòâ¼ðîê,
ïîëó÷åííûõ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, à åãî ïîëíîòà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå Ëèñîâîãî-Òèõîãî
[LisTyk2014].

Íàêîíåö, óïîìÿíåì ïðèìåð íà ñòûêå àëãåáðû è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Ãðóïïû
áèãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé � äîâîëüíî òîíêàÿ ìà-
òåðèÿ. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé â Cn ýòè ãðóïïû � êîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû
Ëè (À. Êàðòàí), íî äî èõ ïîëíîé êëàññèôèêàöèè åù¼ äîâîëüíî äàëåêî. Îäíàêî, åñëè
îãðàíè÷èòüñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè îáëàñòÿìè (äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê íàéä¼òñÿ ïåðå-
ñòàâëÿþùàÿ èõ èíâîëþöèÿ), òî èõ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëó÷åíà åù¼ Ý. Êàðòàíîì
â [Cartan1935]. Èìåþòñÿ ÷åòûðå êëàññè÷åñêèå ñåðèè (îäíà äâóïàðàìåòðè÷åñêàÿ è
òðè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ) è äâå èñêëþ÷èòåëüíûå îáëàñòè. Ñðåäè ñåðèé åñòü îáëà-

ñòè Çèãåëÿ, êîòîðûå (â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ) áóäóò èãðàòü
âàæíóþ ðîëü â íàøåì êóðñå.

***

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû áûëè äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíû; îäíàêî â íèõ ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ îáùèå ÷åðòû. Ñàìà ïðèðîäà êëàññèôèöèðóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ
÷àñòî ïîäñêàçûâàåò, êàêèå èõ ñâîéñòâà ñëåäóåò ñ÷èòàòü òèïè÷íûìè, à êàêèå � èñêëþ-
÷èòåëüíûìè. Íàëè÷èå èñêëþ÷åíèé íå óêàçûâàåò íà íåäîñòàòêè ïðàâèë, ïî êîòîðûì
ïðîèçâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ, à ñêîðåå âûÿâëÿåò èíòåðåñíûå, îáû÷íî óíèêàëüíûå,
îáúåêòû.

1.1.1. Êàòåãîðíûé ÿçûê. Íàïîìíèì, êàê îáåùàëè, îñíîâíûå êàòåãîðíûå ïîíÿòèÿ
è óòî÷íèì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûìè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ.

Òåîðèÿ êàòåãîðèé � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, çà êîòîðûì òàêæå óêðåïèëîñü íåàêàäåìè÷-
íîå íàçâàíèå àáñòðàêòíàÿ ÷åïóõà � ýòî (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ìàòåìàòèêîâ, èñïîëü-
çóþùèõ, à íå ðàçðàáàòûâàþùèõ å¼) ïðåæäå âñåãî ÿçûê, ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåòü
îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì âçãëÿäîì íà îáúåêòû ìàòå-
ìàòèêè.

Ñîãëàñíî Þ.È. Ìàíèíó, òåîðèÿ êàòåãîðèé âîïëîùàåò ñîöèîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ìà-

òåìàòèêå: îáúåêòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íå ñàìè ïî ñåáå, à êàê ÷ëåíû ñîîáùåñòâà ñåáå

ïîäîáíûõ (ñì. íåäàâíåå ïåðåèçäàíèå [Ìàíèí2012] êóðñà ëåêöèé 1970 ã.)

Íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ, ââåä¼ííîì Ãåîðãîì Êàíòîðîì â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè
äåâÿòíàäöàòîãî âåêà, ìîæíî áûëî èçëîæèòü âñþ ñóùåñòâîâàâøóþ òîãäà ìàòåìàòèêó.
Åäèíñòâåííîå, ÷åãî áûëî íåëüçÿ � ýòî ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîæåñòâà ðàçîì. Ìíîæå-

ñòâà âñåõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò: åñëè áû îíî ñóùåñòâîâàëî, òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà-
Áåðíøòåéíà áûëî áû ñòðîãî ìîùíåå ñàìîãî ñåáÿ.

Çàòî ñóùåñòâóåò êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ SET . Îíà è ÿâëÿåòñÿ ïðîòîòèïîì îáùåãî ïî-
íÿòèÿ êàòåãîðèè.

Ãëàâíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ, àêñèîìàòèçèðóåìàÿ â ïðîèçâîëüíûõ
êàòåãîðèÿõ � ñîïîñòàâëåíèå ëþáîé ïàðå ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé èç îäíîãî
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â äðóãîå; ýòè ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé íà ÿçûêå òåîðèè êàòåãîðèé íàçûâàþòñÿ ìíîæå-
ñòâàìè ìîðôèçìîâ. Ïîïàäàþùèé â öåíòð âíèìàíèÿ êîíãëîìåðàò ìíîæåñòâ ìîðôèç-
ìîâ ñíàáæ¼í êîìïîçèöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè çàêîíó "àññîöèàòèâíîñòè"; êðîìå
òîãî, â êàæäîì ìíîæåñòâå ýíäîìîðôèçìîâ, òî åñòü îòîáðàæåíèé â ñåáÿ, âûäåëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì, îáëàäàþùèé î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè.

Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-êàòåãîðíîé òåðìèíîëîãèè, ìíîæåñòâà ñóòü îáúåêòû êàòåãîðèè
SET .

Ïîíÿòèÿ "áûòü îáúåêòîì êàòåãîðèè" è "áûòü ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà" àíàëîãè÷íû,
íî íå ñîâïàäàþò; ìû ââåä¼ì äëÿ ïåðâîãî èç íèõ (íåñòàíäàðòíîå!) îáîçíà÷åíèå ∈∈.
Òåïåðü ôðàçó X� ìíîæåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

X ∈∈ SET .
Â äàëüíåéøåì ìû òàêæå áóäåì (íåñòàíäàðòíî) äóáëèðîâàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå
çíà÷êè äëÿ ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êàòåãîðíî-òåîðåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êàòåãîðèé áóäåì èñïîëüçîâàòü êàëëèãðàôè÷åñêèé àëôàâèòA,B, C, . . ..

Êàòåãîðèÿ C ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè ââåä¼í êëàññ å¼ îáúåêòîâ è äëÿ ëþáûõ äâóõ
îáúåêòîâ

∀∀X,Y ∈∈ C
îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî

MorC(X,Y )

ìîðôèçìîâ èç X â Y .

Âêëþ÷åíèå
ϕ ∈ MorC(X,Y )

áóäåò êîíñòàòèðîâàòüñÿ òàêæå àáñîëþòíî ñèíîíèìè÷íûìè, íî áîëåå âûðàçèòåëüíûìè
çàïèñÿìè

ϕ : X −→ Y,

èëè
X

ϕ−→ Y,

â êîòîðûõ êàòåãîðèÿ C äîëæíà âîññòàíàâëèâàòüñÿ èç êîíòåêñòà; ñëåäóåò ïðè ýòîì
èìåòü â âèäó, ÷òî äàëåêî íå äëÿ âñåõ êàòåãîðèé ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ-
ìè9. Â ïîñëåäíåé çàïèñè ϕ ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê èìÿ ñòðåëêè.

Äëÿ ëþáûõ òð¼õ îáúåêòîâ
∀∀X,Y, Z ∈∈ C

ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé êîìïîçèöèÿ

MorC(X,Y )×MorC(Y,Z) −→ MorC(X,Z) : (ϕ,ψ) 7→ ψ ◦ ϕ,
"àññîöèàòèâíàÿ" â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàâåíñòâî

ψ ◦ (ϕ ◦ χ) = (ψ ◦ ϕ) ◦ χ
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà îáå åãî ÷àñòè èìåþò ñìûñë, òî åñòü äëÿ ëþáûõ
÷åòûð¼õ îáúåêòîâ

T,X, Y, Z ∈∈ C
è äëÿ ëþáûõ òð¼õ ìîðôèçìîâ

χ : T −→ X,

9îäèí èç âàæíûõ ïðèìåðîâ � êàòåãîðèÿ HOT òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ìîðôèçìàìè
â êîòîðîé îáúÿâëåíû ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.



8

ϕ : X −→ Y,

ψ : Y −→ Z.

Îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ ïðîÿñíÿåòñÿ íåëèíåéíîé çàïèñüþ (è áåç íå¼,
âåðîÿòíî, ñ òðóäîì âîñïðèíèìàåòñÿ íà÷èíàþùèìè)

X
-ϕ

Y
-ψ

Z

ψ ◦ ϕ 6

Ýòà æå çàïèñü ïîçâîëÿåò ïðèìèðèòüñÿ ñ "ïðîòèâîåñòåñòâåííûì" ïîðÿäêîì: â ñëó÷àå
êàòåãîðèè ìíîæåñòâ åù¼ îäíà �àññîöèàòèâíîñòü�, ÿâëÿþùàÿñÿ îïðåäåëåíèåì êîìïî-

çèöèè

(ψ ◦ ϕ)(x) := ψ(ϕ(x))

x ∈ X, â ïðàâîé ÷àñòè "÷èòàåòñÿ" ñëåâà íàïðàâî.

Òðåáóåòñÿ åù¼, ÷òîáû â ïîëóãðóïïå ýíäîìîðôèçìîâ EndC(X) := MorC(X,X) ëþáî-
ãî îáúåêòà X ñóùåñòâîâàë âûäåëåííûé ýëåìåíò, îáû÷íî íàçûâàåìûé åäèíèöåé (èëè
òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, õîòÿ, íàïîìíèì, ìîðôèçìû äàëåêî íå âñåãäà ÿâ-
ëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè...), íåéòðàëüíûé ñëåâà è ñïðàâà îòíîñèòåëüíî âñåõ êîìïîçè-
öèé

∀∀X ∈∈ C ∃!1X ∈ EndC(X);

[∀∀Y ∈∈ C, ∀ϕ : X −→ Y ;ψ ◦ ϕ ◦ 1X = ψ ◦ ϕ]∧
∧[∀∀Y ∈∈ C, ∀ψ ◦ ϕ : Y −→ X;1X ◦ ψ ◦ ϕ = ψ ◦ ϕ].

Êàê ìû âèäèì, äâå àêñèîìû òåîðèè êàòåãîðèé ñâÿçàíû ñ àññîöèàòèâíîñòüþ è åäèíè-

öàìè � êàê â òåîðèè ìîíîèäîâ (â ìîíîèäå, ïðàâäà, åäèíñòâåííàÿ åäèíèöà). Â ýòîì

ñìûñëå òåîðèþ êàòåãîðèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ îáîáù¼ííûõ ìîíîèäîâ;

â ñëó÷àå, êîãäà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìîðôèçìîâ îáðàçóåò ìíîæåñòâî (î òàêèõ êà-

òåãîðèÿõ ìû âñêîðå ïîãîâîðèì, îíè íàçûâàþòñÿ ìàëûìè) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîì-

ïîçèöèÿ � ýòî ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííàÿ àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Îá îáúåêòàõ ìîæíî

çàáûòü; òàêàÿ ïîçèöèÿ îáñóæäàåòñÿ â êíèãå îäíîãî èç îñíîâàòåëåé òåîðèè êàòåãîðèé

[Ìàêëåéí2004].

1.1.2. Êîíêðåòíûå êàòåãîðèè. Íåôîðìàëüíî êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êîí-
êðåòíîé, åñëè å¼ îáúåêòû � ìíîæåñòâà ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè äîïîëíè-
òåëüíûìè ñòðóêòóðàìè, à ìîðôèçìû � îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ, ñîãëàñîâàí-
íûå ñ ýòèìè ñòðóêòóðàìè; îáû÷íî ãîâîðèòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ óâàæàþò ýòè
ñòðóêòóðû. Ôîðìàëüíî êîíêðåòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ çàáûâàþùåãî
ôóíêòîðà èç ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ, íî ìû âñ¼ ýòî
îòêëàäûâàåì íà ïîñëåäóþùèå ëåêöèè. Îáùèå ïîíÿòèÿ ñòðóêòóð è óâàæåíèÿ
ê íèì îïðåäåëÿòüñÿ íå áóäóò, à áóäóò çàäàâàòüñÿ ñïèñêîì.

Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ SET êîíêðåòíà � ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, å¼ îáúåêòû � ïðîñòî ìíîæåñòâà áåç äîïîëíèòåëüíûõ
ñòðóêòóð10, ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ ñóòü ìíîæåñòâà âñåõ îòîáðàæåíèé, òî åñòü

10ýòî ñëîâîñî÷åòàíèå èìååò ñìûñë íåçàâèñèìî îò ñìûñëà ñëîâà ñòðóêòóðà
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äëÿ X,Y ∈∈ SET

MorSET (X,Y ) ≡ Y X := {îòîáðàæåíèÿ X −→ Y },

à êîìïîçèöèÿ äëÿ X,Y, Z ∈∈ SET îïðåäåëÿåòñÿ êàê

MorSET (X,Y )×MorSET (Y,Z) −→ MorSET (X,Z) : (α, β) 7→ β ◦ α,

ãäå äëÿ x ∈ X
(β ◦ α(x)) := β(α(x)).

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâà âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûìè
ñòðóêòóðàìè � íàïðèìåð, ñ (áèíàðíûìè) îïåðàöèÿìè

∗X : X ×X −→ X : (x1, x2) 7→ x1 ∗X x2

ñ ìîðôèçìàìè α ∈ Y X , óäîâëåòâîðÿþùèìè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X ðàâåñòâó

α(x1 ∗X x2) = α(x1) ∗Y α(x2).

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè áóäóò � êàê îáúåêòû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé � îáîçíà÷àòüñÿ òàê æå, êàê è ñàìè ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð,

êîãäà ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íàëè÷èå áèåêöèè X ' N, òî N �

ïðîñòî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; âñêîðå áóäåò îïðåäåëåíà êàòåãîðèÿ ìîíîèäîâ,

îáúåêòîì êîòîðîé áóäåò òðîéêà (N; +; 0) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âìåñòå ñ îïåðàöèåé èõ

ñëîæåíèÿ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì; â êàòåãîðèè îðäèíàëîâ, êîòîðîé ìû â îáîçðè-

ìîì áóäóùåì çàíèìàòüñÿ íå áóäåì, èìååòñÿ âàæíûé îáúåêò (N;≤) è ò.ä. Ðàçóìååòñÿ,

ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ, ñâÿçûâàþùèõ N ñ äðóãèìè îáúåêòàìè, çàâèñèò îò êàòåãîðèè.

Î÷åâèäíûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ êîíêðåòíûå êàòåãîðèè ãðóïï GRP, àáåëåâûõ
ãðóïï AB, ïîëåé FLD, òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðà-
æåíèé T OP. Ïðèíèìàåì íå î÷åâèäíîå ñîãëàøåíèå î êàòåãîðèè êîëåö RING è
êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö ANN 11.

Êîíêðåòíîñòü � íå ñâîéñòâî êàòåãîðèè, à äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà íà íåé
� ôóíêòîð â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ. Ïðèìåð íåêîíêðåòíîé êàòåãîðèè, òî åñòü íå
äîïóñêàþùåé òàêîé ñòðóêòóðû � óïîìÿíóòàÿ âûøå â ñíîñêå êàòåãîðèÿ HOT
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé, ñì. äî-
êàçàòåëüñòâî â ðàáîòå [Freyd2004].

1.1.3. Ìàëûå êàòåãîðèè. Êàê áûëî ñêàçàíî, îáúåêòû êàòåãîðèè, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå îáðàçóþò ìíîæåñòâà; òåì íå ìåíåå, èíîãäà âñ¼-òàêè îáðàçóþò, è òàêèå
êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ ìàëûìè. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû äâóõ âàæíûõ êëàññîâ ìà-
ëûõ êàòåãîðèé.

Êàòåãîðèè ïîðÿäêà. Ïîñòðîèì ìàëóþ êàòåãîðèþ ïî ëþáîìó ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííîìó ìíîæåñòâó (I,≤). Oáúåêòàìè êàòåãîðèè áóäóò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
I. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó êàòåãîðèþ òàê æå, êàê ìíîæåñòâî; íîâøåñòâî çà-
êëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ìîðôèçìîâ. Âñå ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ áóäóò ëèáî

11îò ôðàíöóçñêîãî anneau � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü âî Ôðàíöèè
ïîñëå âòîðîé ìèðîâîé âîéíû.
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ïóñòû, ëèáî îäíîýëåìåíòíû; íàëè÷èå ìîðôèçìà èç îáúåêòà i â îáúåêò j ðàâíî-
ñèëüíî ñîîòíîøåíèþ i ≤ j:

MorI(i, j) :=

{
{∗}, åñëè i ≤ j
∅ èíà÷å.

"Àññîöèàòèâíîñòü" êîìïîçèöèè (êîòîðóþ íå íàäî îïðåäåëÿòü, ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå èç ïðîèçâåäåíèÿ îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ â îäíîýëåìåíòíîå åäèí-
ñòâåííî) âûòåêàåò èç òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ≤, à íàëè÷èå "åäèíèö" 1i �
èç åãî ðåôëåêñèâíîñòè.

Íàçûâàòü ïîñòðîåííóþ êàòåãîðèþ áóäåì êàòåãîðèåé ïîðÿäêà ≤ íà ìíîæåñòâå
I.

Îäíîîáúåêòíûå êàòåãîðèè. Ïî ëþáîé ãðóïïå ñòðîèòñÿ êàòåãîðèÿ, ìàëîñòü êî-
òîðîé íå âûçûâàåò ñîìíåíèé: â íåé åäèíñòâåííûé îáúåêò! Çàòî ýíäîìîðôèçìîâ
ýòîãî îáúåêòà � ñêîëüêî óãîäíî, öåëàÿ ãðóïïà.

Îäíîîáúåêòíàÿ êàòåãîðèÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

FG := {?};
MorFG(?, ?) := G.

Êîìïîçèöèÿ

MorFG(?, ?)×MorFG(?, ?) −→ MorFG(?, ?)

çàäà¼òñÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé G × G −→ G. "Àññîöèàòèâíîñòü" âûòåêàåò èç
àññîöèàòèâíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè, à "åäèíèöà" 1∗ � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
ãðóïïû.

Òàêàÿ æå êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî ìîíîèäà, íî ñëî-
æèëàñü òðàäèöèÿ ïðîâîäèòü å¼ èìåííî äëÿ ãðóïï.

Ðàçóìååòñÿ, êàòåãîðèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ìàëûìè, íàçûâàþò áîëüøèìè. Êàê ìû
çíàåì, êàòåãîðèÿ SET � áîëüøàÿ.

1.1.4. Èçîìîðôèçìû è íåáîëüøèå êàòåãîðèè. Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ
êàòåãîðèÿ, à X,X ′ ∈∈ C � å¼ îáúåêòû. Ìîðôèçì ι ∈ MorC(X,X

′) íàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîé ìîðôèçì ι′ ∈ MorC(X

′, X), ÷òî

ι ◦ ι′ = 1X′

è

ι′ ◦ ι = 1X .

Ïðè íàëè÷èè òàêîé ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ ìîðôèçìîâ X
ι→ X ′ è X ′

ι′→
X îáúåêòû X è X ′ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè. Ôàêò èçîìîðôíîñòè îáúåêòîâ
îáîçíà÷àåòñÿ êàê

X ' X ′

èëè, åñëè èìååòñÿ êàêîé-òî âûäåëåííûé èçîìîðôèçì (ïîêà â íàøåì ðàñïîðÿ-
æåíèè íåò äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ, íå áóäåì óòî÷íÿòü ýòî ïîíÿòèå)

X ∼= X ′.
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Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî X è X ′ êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èçîìîðôíîñòü îáúåêòîâ (áîëüøîé!) êàòåãîðèè íå ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå; òåì íåå ìåíåå, ëåãêî ôîðìóëèðóþò-
ñÿ è î÷åâèäíûì îáðàçîì âåðíû ïðèñóùèå èçîìîðôíîñòè îáúåêòîâ ñâîéñòâà
ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè. Ïîýòîìó èìååò ñìûë
ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåáîëüøîé, åñëè êëàññû èçîìîðôíîñòè
å¼ îáúåêòîâ îáðàçóþò ìíîæåñòâî.

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ íåáîëüøîé êàòåãîðèè C èìååòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî MC , ÷òî
êàæäîìó îáúåêòó X ∈∈ C ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì

〈X〉 ∈MC ,

òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ ∀∀X,Y ∈∈ C

X ' Y ⇐⇒ 〈X〉 = 〈Y 〉

è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî m ∈MC

∃∃X ∈∈ C; 〈X〉 = m.

Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî MC êàòàëîãîì íåáîëüøîé êàòåãîðèè C. Â èíòå-
ðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àÿõ êàòàëîãè îáû÷íî áóäóò íàçûâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâàìè
ìîäóëåé.

Äëÿ îáúåêòà X ∈∈ C åãî �êëàññ èçîìîðôíîñòè� áóäåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îáî-
çíà÷àòüñÿ 〈X〉C (íàïîìíèì, ÷òî ìû äîãîâîðèëèñü ÷èòàòü çàêîííûìè, íàïðèìåð,
ôîðìóëû ïðèíàäëåæíîñòè Z ∈∈ GRP, Z ∈∈ AB, Z ∈∈ RING è Z ∈∈ ANN ).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå, âèäèìî, íå ðàññìàòðèâàëîñü â ëèòå-
ðàòóðå. Ðîäñòâåííîå ïîíÿòèÿ ñêåëåòà êàòåãîðèè (ñì. [Fritsch1985]) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ìåíåå åñòåñòâåííûìè: îíî ïîäðàçóìåâàåò (ñëó÷àéíûé) âûáîð îáúåêòà èç
"êëàññà" èçîìîðôíûõ.
Çàìå÷àíèå 2. Ïðîöåäóðà ñîïîñòàâëåíèÿ X 99K 〈X〉 îáúåêòó X ∈∈ C ýëåìåíòà
X ∈ M íå ÿâëÿåòñÿ íè îòîáðàæåíèåì (ýòèì ïîíÿòèåì ìû ñâîáîäíî ïîëüçóåì-
ñÿ), íè ôóíêòîðîì (ýòî ïîíÿòèå âñêîðå áóäåò ââåäåíî). Ïî-âèäèìîìó, íàëè÷èå
òàêîé ïðîöåäóðû ñëåäóåò ïîñòóëèðîâàòü.

Âàæíûé ïðèìåð. Ïóñòü
C = finSET

� êàòåãîðèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Íåñìîòðÿ íà å¼ áðîñàþùóþñÿ â ãëàçà "îáî-
çðèìîñòü�, íåò ïðè÷èí ñ÷èòàòü å¼ ìàëîé � íàïðèìåð, ðàâåíñòâî ïðîèçâîëüíûõ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ âðÿä ëè ìîæíî ñ÷èòàòü õîðîøî îïðåäåë¼ííûì êàê ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé, òàê è ñ îáùå÷åëîâå÷åñêîé12 òî÷êè çðåíèÿ.

127-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {ïîíåäåëüíèê, . . . , âîñêðåñåíüå} äíåé ýòîé è ïðîøëîé íåäåëè
� îäèíàêîâûå èëè ðàçíûå?
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Îäíàêî ýòà êàòåãîðèÿ � íåñîìíåííî íåáîëüøàÿ, è ñ å¼ êàòàëîãà

N := MfinSET

íà÷èíàåòñÿ ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà.

1.1.5. Êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Êîíêðåòíûå êàòå-
ãîðèè GRP, T OP, ..., êîòîðûå ìû óïîìÿíóëè âûøå, íå ÿâëÿþòñÿ íåáîëüøèìè.
Íåôîðìàëüíîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáúåêòîâ â íèõ "íå ìåíüøå�, ÷åì
â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ. Ïîíÿòèå çàáûâàþùåãî ôóíêòîðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ýòîò ôàêò óòî÷íÿåòñÿ, áóäåò ââåäåíî íèæå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåáîëüøèõ êàòåãîðèé ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ
íà ìîùíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ ñî ñòðóêòóðàìè. Èçâåñòíû äâà âèäà
òàêèõ îãðàíè÷åíèé: àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå.

Ïðè íàëîæåíèè àáñîëþòíûõ îãðàíè÷åíèé ðàññìîòðåíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ ñòðóê-
òóðàìè íà ìíîæåñòâàõ îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ òî÷êè
çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íå ñëèøêîì ñóùåñòâåííû:
"îáû÷íûå" � â ÷àñòíîñòè, èìåþùèå îáùåïðèíÿòûå èìåíà � ãðóïïû, êîëüöà, ïî-
ëÿ è òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, êàê ïðàâèëî, íå áîëåå ÷åì êîíòèíóàëüíû.
Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ãèïåðêîíòèíóàëüíàÿ ãðóïïà AutC âñåõ (âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ðàçðûâíûõ) àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ñì.
[Yale1966].

×òî êàñàåòñÿ îòíîñèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óíèâåðñàëüíûì
ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííîñòü. Åãî, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, òî åñòü êàòåãîðèé ìíîæåñòâ
ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì ñêîëüêî-óãîäíî-ìåñòíûõ îïåðàöèé. Íàñ â äàëü-
íåéøåì áóäóò îñîáåííî èíòåðåñîâàòü êàòåãîðèè êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ ðàñøè-
ðåíèé ôèêñèðîâàííîãî ïîëÿ.

Íàëîæåíèå óïîìÿíóòûõ îãðàíè÷åíèé ïîçâîëÿåò èçâëåêàòü èç îñíîâíûõ êîí-
êðåòíûõ êàòåãîðèé íåáîëüøèå ïîäêàòåãîðèè. Äëÿ êàæäîé æå íåáîëüøîé êàòå-
ãîðèè C çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðèîáðåòàåò òî÷íûé ñìûñë îïèñàíèÿ ìíîæå-
ñòâà MC.

1.2. Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñïåöèôèêà

1.2.0. "Ñàìîîïèñàíèå� â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòîò íåñòàíäàðò-
íûé òåðìèí îçíà÷àåò, ÷òî êàòàëîãè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ íåáîëüøèõ êàòåãî-
ðèé ñàìè èìåþò òåíäåíöèþ ïðèíàäëåæàòü ýòèì êàòåãîðèÿì. ßðêèé ïðèìåð äî-
ñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòîðûì áóäåò îñâÿ-
ùåíà ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü êóðñà.

Óêàçàííîå ÿâëåíèå õàðàêòåðíî èìåííî äëÿ êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷ àëãåáðà-
è÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íà ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ èëè êîíå÷-
íîïîðîæä¼ííûõ ãðóïï íåò åñòåñòâåííîé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû, à íà ìíîæåñòâå
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êëàññîâ ãîìåîìîðôèçìà êîíòèíóàëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåò åñòå-
ñòâåííîé òîïîëîãèè.

Âåðîÿòíî, èíòåðåñíî áûëî áû ðàññìîòðåòü äðóãèå êàòåãîðèè ñî ñâîéñòâîì �ñà-
ìîîïèñàíèÿ�.

1.2.1. Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Èòàê, ìû êîíñòàòèðîâàëè, ÷òî ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì âûáîðå íåáîëüøîé àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé êàòåãîðèè X èìååò ìåñòî
ïðèíàäëåæíîñòü å¼ êàòàëîãàMX , êîòîðûé â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé (îáúåêòîâ êàòåãîðèè X ), ê òîé æå êàòåãîðèè,

MX ∈∈ X .
Èìåííî ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé êàê àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåê-
òàìè ìû â îñíîâíîì áóäåì çàíèìàòüñÿ â êóðñå, à ñåé÷àñ ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ
î òîì, ÷åì íå áóäåì çàíèìàòüñÿ.

Îïèñàííàÿ êàðòèíà ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé íåñêîëüêî óïðîùåíà: îáû÷-
íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåïðèâîäèìîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé, íàäî ôèêñèðîâàòü
êàêèå-òî äèñêðåòíûå èíâàðèàíòû � íàïðèìåð, ðîä êðèâîé13. Òîãäà äëÿ êîí-
êðåòíîãî îáúåêòà X ∈∈ X åñòåñòâåííî ãîâîðèòü î ïðîñòðàíñòâå äåôîðìàöèé
ýòîãî îáúåêòà

Def(X) ⊆MX
� â íåãî âõîäÿò êëàññû èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ êàòåãîðèè X ñ òåìè æå äèñ-
êðåòíûìè èíâàðèàíòàìè, ÷òî ó X. Íî ïðîöåäóðó âçÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà äåôîð-
ìàöèé ìîæíî èòåðèðîâàòü! (Â ýòîì � îäíà èç ñïåöèôè÷åñêèõ ÷åðò àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèõ êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷). Îïðåäåëèì

X1 := Def(X),

X2 := Def(X1),

. . .

Îáîðâ¼òñÿ ëè ýòî ïðîöåäóðà? Â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå [Kapranov1997] ñî-
äåðæèòñÿ óòâåðäèòåëüíûé îòâåò (ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ æ¼ñòêèì, åñëè
Def(X) îäíîòî÷å÷íî, è òîãäà äàëüíåéøèå èòåðàöèè áåññìûñëåííû). Áîëåå òî-
ãî, â [Kapranov1997] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî, åñëè dimX = n, òî ïðîöåäóðà îá-
ðûâàåòñÿ íà n-ì øàãó; â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ æ¼ñòêè.
Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [OkawaSano2019].

Çàäà÷è

1.1. Ìàãìîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé, íå ïîä÷èí¼ííîé íèêàêèì

îãðàíè÷åíèÿì. Îïðåäåëèòå êàòåãîðèþ ìàãì è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ìàãìû îãðàíè÷åí-

íîé ìîùíîñòè îáðàçóþò å¼ íåáîëüøóþ ïîäêàòåãîðèþ. Îöåíèòå ñâåðõó è ñíèçó ïîðÿ-

äîê êàòàëîãà 7-ýëåìåíòíûõ ìàãì. Òî÷íû ëè âàøè îöåíêè?

1.2. Ðàñêëàññèôèöèðóéòå 16-ýëåìåíòíûå ãðóïïû.

13Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûáîð ýòèõ èíâàðèàíòîâ ñîâðåìåííîé íàóêå ÿñåí, à â íåêîòîðûõ
� íå ñîâñåì...
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1.3. Âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëè êîíå÷íîå ïîëå ïî ñâîåé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå? Ñ÷¼ò-

íîå ïîëå ïî ñâîåé àääèòèâíîé ãðóïïå?

1.4. Ïîñòàâüòå â ðàçëè÷íûõ èçâåñòíûõ âàì ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðèÿõ çàäà÷ó êëàñ-

ñèôèêàöèè òðåóãîëüíèêîâ è îïèøèòå å¼ ðåøåíèå.

1.5. Ïîñòðîéòå ïðîåêòèâíóþ è àôôèííóþ êëàññèôèêàöèþ ïëîñêèõ ÷åòûð¼õóãîëü-

íèêîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

1.6. Ðàñêëàññèôèöèðóéòå òåòðàýäðû â R3 ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèé.

1.7. Íàéäèòå àëãåáðàè÷åñêîå íåíóëåâîå ðåøåíèå êàêîãî-íèáóäü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêî-

ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

1.8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ìàëàÿ êàòåãîðèÿ êîíêðåòíà.
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