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Введение

В задачах популяционной генетики естественным образом
возникают квадратично стохастические операторы, действующие в
конечномерном симплексе. При этом эволюция биологической
системы описывается дискретной динамической системой,
порожденной квадратично стохастическим оператором.

В первые простейшие модели генетических систем были изучены в
работах В.Вольтерра a, С.Н.Бернштейна b, Ю.И.Любича c и других
авторов.

aВ.Вольтерра. Математическая теория барьбы за существование,
М.:Наука (1976), 283 с

bБернштейн С.Н. Решение одной математической проблемы, связанной
с теорией наследственности // Ученые записки н.-и. каф. Укр. Отд. Мат.
1924. Вып.1., c.83-115.

cLyubich.Yu. Matematical structures in population genetics.
"Springer-Verlag"(1992).
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Введение

Применение аналитических и вероятностных методов к изучению
биологической системы предлагалась и развивалась в работах
Т.А. Сарымсакова a. По его предложению были детально изучены
квадратично стохастические операторы вольтерровского типа.

В работе Р.Н.Ганиходжаева b изучались квадратичные
стохастические операторы вольтерровского типа с применением
теории графов и качественной теории дифференциальных уравнений.
Основной задачей в этой теории является изучение предельного
поведения траектории квадратично стохастических операторов.

aSarymsakov T.A. On some probabilistic probleme in the theory of quadratic
operatore. Springer Proceeding in Physics, 67, (1992), p.143-149.

bГаниходжаев Р.Н. Квадратичные стохастические операторы, функции
Ляпунова и турниры // Мат. сб. - 1992. - 8 (183). - С. 129-141.
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Предварительные сведения

Пусть Y -конечное непустое множество, а M-подмножество
неупорядоченных пар (x , y), где x , y ∈ Y , причем x 6= y . При этом
пара (Y ,M) называется графом.
Элементы Y называются вершинами, если (x , y) ∈ M, то (x , y)

называется ребром, причем x и y являются смежными.

Граф полный, если любые два различные вершины являются
смежными.

Если каждое ребро снабжено направлением, то граф называется
ориентированным.

Два графа (Y1,M1) и (Y2,M2) называются изоморфными, если
существует биекция Y1 на Y2 сохраняющая смежность вершин.
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Турнир-полный ориентированный граф.

1

1Харари Ф., Палмер Э. Перечисление графов. - М.: Мир, 1977. - 324 с.
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Пусть x1, x2 вершины турнира. Запись x1 → x2 означает, что ребро
соединяющее x1 и x2 направлено от x1 к x2.

Конечная последовательность вершин x1 → x2 → ...→ xp называется
маршрутом, если xi 6= xj при i 6= j .
Цикл это замкнутый маршрут, т.е. xp = x1.

Турнир сильный, если для любых вершин x , y ∈ Y существует
маршрут с началом x и концом y .

Турнир не имеющий циклов называется транзитивным.
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Однородные турниры

Определение 1
Турнир называется однородным, если его любой подтурнир является
либо сильным, либо транзитивным.

Пусть |Y |-количество элементов Y .
Очевидно, при |Y | ≤ 3 любой турнир однороден.

Как известно,a при |Y | = 4 существуют четыре попарно
неизоморфных турниров

aХарари Ф. Теория графов. - М.: Мир, 1973. - 300 с.
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Пусть |Y | ≥ 4.

Теорема 1
a Любой турнир с вершинами Y не содержащий подтурниров
изоморфных T3 или T4 однороден.

aР.Н. Ганиходжаев (2009) Карта неподвижных точек и функции
Ляпунова для одного класса дискретных динамических систем. Матем.
заметки, том 56, выпуск 5,40-49.
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2 |Y | ≤ 6

2Moon J.W. Topics on Tournaments. -2013. -June 5.
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Пусть |Y | = m

В этом случае имеется m − 2 циклических троек, а именно
−→
1im, где

i=2,3,...,m-1

−→
125,

−→
135,

−→
145
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Пусть I = {1, 2, ...,m} и α ⊂ I -непустое подмножество I .

Определение 2

Два подтурнира турнира T
′
m с вершинами из α ⊂ I и β ⊂ I

называются смежными, если |α| = |β|, причем пересечение этих
подтурниров имеет количество вершин равное |α| − 1

Ясно, что в случае T
′
m любые две циклические тройки смежны, так

как их пересечение есть одномерное ребро 1m.
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Симплекс и кососимметрические матрицы

Пусть δij− символ Кронекера и ek = (δ1k , δ2k , ..., δmk),

где k = 1,m− стандартный базис в Rm.
Тогда

Sm−1 = co{e1, ..., em} = {x ∈ Rm :
m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0}

называется симплексом.
Для любого непустого α ⊂ I положим

Γα = co{ei : i ∈ α}

который называется гранью Sm−1.
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Пусть A = (aij), i , j = 1, ...,m вещественная кососимметрическая
матрица действующая в Rm.
Для α ⊂ I = {1, ...,m} положим Aα = (aij), где i , j ∈ α. В этом случае
Aα называется главной подматрицей матрицы A.

Теорема 2
Если A- кососимметрическая матрица, то

P = {x ∈ Sm−1 : Ax ≥ 0}

непустой выпуклый многогранник.

Следствие 1
Q = {x ∈ Sm−1 : Ax ≤ 0} также непустой выпуклый многогранник.
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Если A =

(
0 1
−1 0

)
, то Q = (1, 0) и P = (0, 1)

Если A =

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

, то P = Q = (13 ,
1
3 ,

1
3)

Если A =

 0 1 1
−1 0 0
−1 0 0

, то P = (0, λ, 1− λ), Q = (1, 0, 0), 0 ≤ λ ≤ 1

Если A =


0 1 −1 1
−1 0 0, 5 −1
1 −0, 5 0 0, 5
−1 1 −0, 5 0

, то

P = Q = (0, 2λ; 0, 15λ+ 0, 25; 0, 5− 0, 1λ; 0, 25− 0, 25λ), 0 ≤ λ ≤ 1
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Пусть |Aα|-детерминант подматрицы Aα.

Определение 3
A = (aki )-называется кососимметрической матрицей общего
положения, если |Aα| > 0, для всех α ⊂ I , таких, что |α|-четное число.

Теорема 3
Множество всех кососимметрических матриц общего положения
открыто и всюду плотно в множестве всех кососимметрических
матриц.

В частности, если |α| = 2, α = {k, i}, то Aα =

(
0 aki
−aki 0

)
.

Поэтому |Aα| > 0 означает, что aki 6= 0 при всех k 6= i , что позволяет
построит турнир соответствующий матрице A.
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Элементы множества I = {1, ...,m} отметим в виде точек и соединим
точку k с точкой i стрелкой направленной из k в i , если aki < 0 и
обратно, если aki > 0.

Например, кососимметрической матрица A =

 0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0


соответствует турнир

Теорема 4
Если A кососимметрическая матрица общего положения, то
множество P (соответственно Q) состоит из единственной точки.
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Пусть A = (aki )-кососимметрическая матрица c условиям
aki 6= 0 при k 6= i . Тогда отображение V : Sm−1 → Sm−1 вида

x
′
k = xk(1 +

m∑
i=1

akixi ), k = 1,m

называется дискретной динамической системой Лотки-Вольтерра при
условии |aki | ≤ 1 при всех k и i .

Пусть
X = {x ∈ Sm−1 : Vx = x} 6= ∅

множество неподвижных точек.
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Теорема 5
Если грань Γα симплекса Sm−1 имеет внутренную неподвижную точку
то подтурнир турнире T с вершинами из α является сильным.

Следствие 2
Если подтурнир Tα соответствующий грани Γα транзитивен, то V на
Γα не имеет неподвижных точек кроме вершин этой грани.

Теорема 6
Для существования неподвижной точки V с тремя положительными
координатами, скажем xi , xj , xk необходимо и достаточно, чтобы
подтурнир T с вершинами i , j и k был изоморфен циклической тройке.
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Если |α| ≥ 5, то из того, что Tα сильный подтурнир не следует, что Γα

имеет внутренную неподвижную точку.
V : S4 → S4 

x
′
1 = x1(1− x2 − x3 − x4 + x5)

x
′
2 = x2(1 + x1 − x3 − x4 − x5)

x
′
3 = x3(1 + x3 + x2 − x4 − x5)

x
′
4 = x4(1 + x1 + x2 + x3 − x5)

x
′
5 = x5(1− x1 + x2 + x3 + x4)

имеет 5 неподвижных точек с одной ненулевой координатой, 3
неподвижных точек с тремя ненулевыми координатами определяемыи
тремя циклическими тройками в T5.
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T5 :

1→ 2→ 3→ 4→ 5→ 1

(
1

3
,

1

3
,−1

3
,

1

3
,

1

3
)
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T
′
m :

A =


0 −a12 −a13 ... −a1m−1 a1m
a12 0 −a23 ... −a2m−1 −a2m
a13 a23 0 ... −a3m−1 −a3m
... ... ... ... ... ...
−a1m a2m a3m ... am−1m 0


Итак, V построенное по T

′
m имеет m неподвижных точек с одной и

(m − 2) неподвижных точек с тремя ненулевыми координатами при
любых aij .
Существование неподвижных точек с 5, 7, 9 и т.д ненулевыми
координатами принадлежающими Sm−1 зависит от некоторых
неравенств от aij .
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Для выяснения рассмотрим два сильных подтурнира T
′
m с тремя

вершинами, например, α = {1, 2,m} и β = {1, 3,m}.
Пусть γ = α ∪ β = {1, 2, 3,m}

x
′
1 = x1(1− a12x2 − a13x3 + a1mxm)

x
′
2 = x2(1 + a12x1 − a23x3 − a2mxm)

x
′
3 = x3(1 + a13x1 + a23x2 − a3mxm)

x
′
m = xm(1− a1mx1 + a2mx2 + a3mxm)
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Тогда на Γγ имеем две неподвижных точки:

xα = (
a2m

a12 + a3m + a1m
,

a1m
a12 + a2m + a1m

, 0,
a12

a12 + a2m + a1m
),

xβ = (
a3m

a13 + a3m + a1m
, 0,

a1m
a13 + a3m + a1m

,
a13

a13 + a3m + a1m
),

Aγxα =
1

a12 + a2m + a3m
(0, 0, a13a2m + a23a1m − a12a3m, 0) ,

Aγxβ =
1

a13 + a1m + a3m
(0, a12a3m − a23a1m − a2ma13, 0, 0) ,

|Aγ | = (a13a2m + a23a1m − a12a3m)2.
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Таким образом, если a13a2m + a23a1m − a12a3m > 0, тогда Aγxα ≥ 0 и
Aγxβ ≤ 0. Следовательно, xα является P точкой, а xβ Q точкой на
грани Γγ .

Теорема 7

Любые две циклические тройки в T
′
m смежны, причем из

определяемых неподвижных точек одна P точка, а другая Q точка для
грани содержащей их.

Все циклические тройки T
′
m представим в виде точек и соединим

1im с 1jm стрелкой идущей из Q точки в P точку. Таким образом
получим новый турнир из m − 1 точки, который обозначим как Gm−1.
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Теорема 8
Если Gm−1 транзитивный турнир, то отображение V не имеет в
симплексе Sm−1 неподвижных точек с пятю и более ненулевыми
координатами.

Теорема 9
Если в Gm−1 существует циклическая тройка, то существует
неподвижная точка с 5 ненулевыми координатами.

Следствие 3
Число неподвижных точек V c 5 ненулевыми координатами равно
числу циклических троек в турнире Gm−1.
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ!
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