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2.0. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ

2.0.0. Êîíèêè â Äðåâíåé Ãðåöèè. Âåðîÿòíî, ïåðâàÿ ÿâíî ïîñòàâëåííàÿ è
ðåø¼ííàÿ çàäà÷à â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � êëàññèôèêàöèÿ ñå÷åíèé êîíó-
ñà; â íàøè äíè îíè íàçûâàþòñÿ êîíèêàìè. Ñëîâà ýëëèïñ, ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà
èìåþò ãðå÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå, à ñàìî èçó÷åíèå êîíèê âîñõîäèò ê ó÷åíèêó
Ïëàòîíà Ìåíåõìó (4é âåê äî í. ý.), êîòîðûé èñïîëüçîâàë ïðè ïîïûòêàõ óäâî-
åíèÿ êóáà (ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó 2.1); ñì. [Âàðäåí1959].

Äðåâíåãðå÷åñêèå ìàòåìàòèêè íå ìûñëèëè â òåðìèíàõ óðàâíåíèé è, ñêàæåì,
êîíóñ îïðåäåëÿëñÿ â òåðìèíàõ âðàùàþùåéñÿ ïðÿìîé.
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, âèäèìî, íà÷àëàñü ñ âîïðîñà: êàê âûãëÿäÿò êîíèêè?

Åñëè äàæå îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü îäíèì âåëèêèì ãåîìåòðîì òîãî âðåìåíè, Àïîë-
ëîíèåì Ïåðãñêèì (îê. 262 äî í.ý. � îê. 190 äî í.ý.) è óïîìÿíóòü ëèøü òó ÷àñòü
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äðåâíåãðå÷åñêîé òåîðèè êîíèê, êîòîðàÿ áûëà çàôèêñèðîâàíà â 8 êíèãàõ1 åãî
"Êîíèê" (ñì. [Heath1896]), ìû îáíàðóæèâàåì ïîëíîöåííóþ òåîðèþ àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, â êîòîðîé èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåòðèâèàëü-
íûõ îïðåäåëåíèé è ñîòíè òåîðåì.

Àïîëëîíèé ââ¼ë òåðìèíû àáñöèññà è îðäèíàòà äëÿ íåêîòîðûõ ðàññòîÿíèé,
îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì íåêîòîðóþ âåðñèþ êîîðäèíàò áîëåå ÷åì çà òûñÿ÷ó
ëåò äî Äåêàðòà. Òàê, ðàññìîòðåâ êîíóñ âìåñòå ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ñå÷åíèåì
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è âçÿâ ïåðåìåííóþ òî÷êó V íà îòðåçêå PM , à çàòåì ïîñòðîèâ â ïëîñêîñòè ñå÷å-
íèÿ îòðåçîê V Q, îðòîãîíàëüíûé îòðåçêó PM (ïóñòü òî÷êà Q ëåæèò íà êîíóñå),
Àïîëëîíèé äîêàçàë, ÷òî

|QV |2 =
|AP ||BC|2

|AB||AC|
|PV |.

1òîëüêî 7 èç íèõ ñîõðàíèëèñü, ïðè÷¼ì 4 òîëüêî â àðàáñêîì ïåðåâîäå
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� à ýòî ïî ñóùåñòâó óðàâíåíèå ïàðàáîëû!

Èäåÿ ðàññìàòðèðâàòü êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå êàê ïåðåñå÷åíèå ôèêñèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè ñ ïåðåìåííîé ïëîñêîñòüþ, âïîëíå ñîâðåìåííà. Îäíà èç ïåðâûõ
òåîðåì àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå êîíóñà êëàññ òàêèõ
êðèâûõ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êðèâûõ, êîòîðûå íà ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ óðàâíå-
íèåì ñòåïåíè 2 � òàêèå êðèâûå òîæå íàçûâàþòñÿ êîíèêàìè. Àïîëëîíèé äàë
ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ìíîãî÷èñëåííûõ ñâîéñòâ êîíèê, ðàññìàòðèâàÿ ïî
îòäåëüíîñòè òðè èõ òèïà; ýòî ñòèìóëèðîâàëî åãî êîëëåã (Äåêàðòà, Ôåðìà, Äåç-
àðãà è äðóãèõ) òûñÿ÷ó ëåò ñïóñòÿ íà÷àòü ðàçâèâàòü îñíîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè òàê, ÷òîáû âñå òðè òèïà ðàññìàòðèâàëèñü îäíîâðåìåííî.

2.0.1. Íüþòîí è ïëîñêèå êóáèêè. Òî, ÷òî ìû îáñóäèëè â ñâÿçè ñ êîíè-
êàìè, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàøåãî êóðñà ïðåäñòàâëÿåò ëèøü èñòîðè÷åñêèé èíòåðåñ:
âñå êîíèêè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíû.

Íàñòîÿùèå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïëîñêèõ êðèâûõ íà÷èíàþòñÿ ñ êðèâûõ ñòå-
ïåíè 3 � òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ êóáèêàìè. Ïåðâûé øàã â êëàññèôèêàöèè
êóáèê ñäåëàí â ðàáîòå [Newton1704], è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìåííî ñ íå¼ íà-
÷àëàñü ñîâðåìåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

Íüþòîí íà÷àë ñâîþ ðàáîòó ñî ñëîâ The chief Properties of the Conic Sections
are everywhere treated of by Geometers...� âèäèìî, èìåÿ â âèäó îáùåèçâåñòíîñòü
òåîðèè Êîíè÷åñêèõ Ñå÷åíèé è ñïðàâåäëèâî ïîä÷¼ðêèâàÿ òîò ôàêò, ÷òî, ïîâû-
øàÿ ñòåïåíü êðèâîé, îí âòîðãàåòñÿ â íåèçâåäàííóþ îáëàñòü.

Îñîáîå âíèìàíèå Íüþòîíà ïðèâëåêàþò ñâîéñòâà êóáèê, îòñóòñòâóþùèå ó êî-
íèê � íàïðèìåð, íàëè÷èå ïåðåãèáîâ; ñì. çàäà÷ó 2.4.

Çàãàäî÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåêðàñíîå èçîáðàæåíèå Íüþòîíîì âåùåñòâåííûõ
êóáèê � çà ñòîëåòèÿ äî ïîÿâëåíèÿ ëåãêî äîñòóïíûõ íàì ñðåäñòâ! Öèòàòà èç
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[Newton1704]: If, of the equation ax3 + bxx+ cx+ d all the Roots... are real and
unequal, then the Figure is a diverging Parabola of the form of a Bell, with an oval...

Íüþòîí ââ¼ë 72 òèïà ïëîñêèõ êóáèê (ïîçäíèå êðèòèêè óòâåðæäàëè, ÷òî åù¼ 6
òèïîâ îí ïðîïóñòèë). Ñòàðûå ïîñòàíîâêè êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷ áûëè íå
î÷åíü òî÷íû: âèäíûé íåìåöêèé ãåîìåòð Ïëþêêåð â ðàáîòå [Pl�ucker1835] íà-
ø¼ë 219 òèïîâ.

Îáúÿñíåíèå ýòèõ ðàñõîæäåíèé òàêîâî. Òðàäèöèîííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ âñåãäà èçó÷àëà ìíîæåñòâà, çàäàâàåìûå ñèñòåìàìè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, íî â ðàçíûå ýïîõè áûëè ïîïóëÿðíû ðàçíûå êîëüöà è ïîëÿ, èç êîòîðûõ
áðàëèñü êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ è â êîòîðûõ ðåøàëèñü ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Èíîãäà òàêèå âûáîðû ïðåäñòàâëÿëèñü î÷åâèäíûìè; âî âðåìåíà Íüþòîíà èçó-
÷àëèñü ïëîñêèå âåùåñòâåííûå êðèâûå, ò.å. ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé
îäíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Îòíîøåíèå èçî-
ìîðôíîñòè òàêèõ êðèâûõ, îñîáåííî â àôôèííîé ïëîñêîñòè, ìîæíî îïðåäåëÿòü
íåñêîëüêèìè ñóùåñòâåííî ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Íà÷èíàÿ ïðèìåðíî ñ ñåðåäèíû 19-ãî âåêà îáùåïðèíÿòûì ñòàëà êëàññèôèêàöèÿ
êðèâûõ â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è êëàññèôè-
êàöèÿ ñèëüíî óïðîñòèëàñü. Ïðè ñîâðåìåííîì ïîäõîäå åñòü âñåãî îäèí îñíîâíîé
òèï (ãëàäêèõ ) êóáèê, íî êðèâûå ýòîãî òèïà çàâèñÿò îò îäíîãî íåïðåðûâíîãî
ïàðàìåòðà (ìîäóëÿ ); ìû ïîñòàðàåìñÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îñâåòèòü ýòîò âî-
ïðîñ â äàëüíåéøèõ ëåêöèÿõ.

Ñâîè 72 òèïà Íüþòîí ðàçäåëèë íà 4 êëàññà, ëèøü îäèí èç êîòîðûõ,

y2 = x3 + ax+ b,

ñîäåðæèò âñå ãëàäêèå êóáèêè (êîòîðûå è ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíîé èíòåðåñ, ïî-
ñêîëüêó âñå íåãëàäêèå êóáèêè ðàöèîíàëüíû, òî åñòü áèðàöèîíàëüíî èçîìîðô-
íû êîíèêàì è ïðÿìîé). Ýòî óðàâíåíèå èñòîðè÷åñêè íå ñîâñåì òî÷íî íàçûâàþò
óðàâíåíèåì êóáè÷åñêîé êðèâîé â ôîðìå Âåéåðøòðàññà; ìû åãî îáñóäèì â ïî-
ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

2.0.2. Ðèìàí è Mg(C). Ðàáîòà [Riemann1857] íà äåñÿòèëåòèÿ îïåðåäèëà
ìàòåìàòèêó òîãî âðåìåíè. Â íåé áûëè îïðåäåëåíû ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè,
ðîä àáñòðàêòíîé òîïîëîãè÷åñêîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, ïðîñòðàíñòâà
Ðèìàíà-Ðîõà è, íàêîíåö, (íåñêîëüêî íåôîðìàëüíî) öåíòðàëüíîå äëÿ íàøåãî
êóðñà ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ çàäàííîãî ðîäà Mg(C)2, ïðåä-
ñòàâëÿþùåå ñîáîé ìíîæåñòâî êëàññîâ áèðàöèîíàëüíîé èçîìîðôíîñòè êðèâûõ
ðîäà g. Îñòàâàëàñü çàäà÷à íàäåëèòü ìíîæåñòâà Mg(C) è, â ÷àñòíîñòè, ïðè-
äàòü òî÷íûé ñìûñë óòâåðæäåíèþ Ðèìàíà î òîì, ÷òî êðèâûå ðîäà g ïðè g ≥ 2
çàâèñÿò îò 3g− 3 ïàðàìåòðîâ. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîòðåáîâàëî îêî-
ëî âåêà (ñì. íèæå); îêàçàëîñü, ÷òî Mg(C) � íåïðèâîäèìîå êâàçèïðîåêòèâíîå

2çäåñü è äàëåå ìû ïîëüçóåìñÿ ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèåé è ñîâðåìåííûìè
îáîçíà÷åíèÿìè
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ìíîãîîáðàçèå, è

dimCMg(C) =

 0 ïðè g = 0;
1 ïðè g = 1;
3g − 3 ïðè g > 1.

2.0.3. Ïîâåðõíîñòè â 19 âåêå. Ïîìèìî ïðîðûâîâ â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ, 19-é âåê îçíàìåíîâàëñÿ ðîæäåíèåì ìíîãîìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè; îíà, åñòåñòâåííî, íà÷àëàñü ñ èçó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Êàê è â ñëó÷àå ïëîñêèõ êðèâûõ, îêàçàëîñü, ÷òî ñòåïåíü 2 íå
äîñòàâëÿåò ñåðü¼çíûõ ïðîáëåì (ïðîñòðàíñòâåííûå êâàäðèêè èçîìîðôíû ïðî-
èçâåäåíèþ äâóõ ïðÿìûõ), à íåòðèâèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êóáèê. Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé èññëåäîâàëñÿ â ñâÿçè ñ ýòèìè ïî-
âåðõíîñòÿìè � ýòî âîïðîñ î ëåæàùèõ íà íèõ ïðÿìûõ. Îêàçàëîñü [Cayley1869],
÷òî íà îáùåé ïîâåðõíîñòè èõ 27. Êîíôèãóðàöèè ýòèõ ïðÿìûõ, èõ ñèììåòðèè è
òîíêèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîäîëæàþò ïðèâëåêàòü ìàòåìàòèêîâ äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè, ñì., íàïðèìåð, [Groesbeek2020].

Êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé òîæå
áûëè ïîëó÷åíû óæå â 19-ì âåêå. Íàïðèìåð, êóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè îêàçàëèñü
ïðèíàäëåæàùèìè ê êëàññó ïîâåðõíîñòåé Äåëü Ïåööî, òî åñòü ïîâåðõíîñòåé
ñ îáèëüíûì àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì (ìû ïîãîâîðèì î íèõ â äàëüíåéøèõ
ëåêöèÿõ), êîòîðûå áûëè ïîëíîñòüþ ðàñêëàññèôèöèðîâàíû.

Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè ðàöèîíàëüíû è ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîåêòèðî-
âàíèåì èç ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P9(k) îáðàçà ïëîñêîñòè P2(k) ïðè âëîæåíèè

Âåðîíåçå

(F0 : F1 : · · · : F9) : P2(k) ↪→ P9(k),
ãäå 〈F0, F1, . . . , F9〉 = k[x : y : z]3, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî êóáè÷åñêèõ ôîðì îò x, y, z

ïîðîæäåíî ìíîãî÷ëåíàìè F0, F1, . . . , F9.

Â äàëüíåéøåì êëàññû íåîáùèõ ïîâåðõíîñòåé, òî åñòü äâóìåðíûõ àíàëîãîâ
ïëîñêèõ êîíèê è êóáèê (âñêîðå îíè áóäóò èíâàðèàíòíî îïðåäåëåíû êàê êðèâûå
ðîäà ≤ 1), áûëè ðàñêëàññèôèöèðîâàíû (â îñíîâíîì) èòàëüÿíñêîé øêîëîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòà êëàññèôèêàöèè áûëà äåòàëèçèðîâàíà â 20-ì âåêå
â Ìîñêâå íà ñåìèíàðå È.Ð. Øàôàðåâè÷à (ñì. [ÀëãÏîâ1965]) è â Ãàðâàðäå íà
ñåìèíàðå Î. Çàðèñêîãî (ñì. [Zar1971]).

Î ïîâåðõíîñòÿõ îáùåãî òèïà ìû ïîãîâîðèì âñêîðå.

2.0.4. Ñåâåðè è ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. Êëàññèê èòàëüÿíñêîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè Ô. Ñåâåðè èçó÷àë (ñðåäè ìíîãîãî äðóãîãî) ìíîæå-
ñòâî Σd,δ ïëîñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè d ñ δ ïðîñòåéøèìè îñîáåííîñòÿìè. Ýòî ìíî-
æåñòâî åñòåñòâåííî íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé êâàçèðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Ñåâåðè óòâåðæäàë, ÷òî îíî íåïðèâîäèìî (ñì. [Severi1921]), íî, ïî-âèäèìîìó,
ýòî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äîêàçàíî ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ ïàð (d, δ).

Èç òåõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå â [Severi1921] áûëè óñòàíîâëåíû, Ñåâåðè âûâåë
óíèðàöèîíàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõMg ïðè g ≤ 10 è ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâMg èìååò ìåñòî ïðè âñåõ g. Îá îïðîâåðæå-
íèè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìû ïîãîâîðèì íèæå.
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2.0.5. Òàéõìþëëåð è Tg. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ ìî-
äóëåé Ðèìàíîì íîñèëî ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð; èìåÿ ïî ñóùåñòâó àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, îíî áûëî îáëå÷åíî â àíàëèòè÷åñêèå îäåæäû.

Ïåðâàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâ
ìîäóëåé, òàêæå ïðèøëà èç àíàëèçà, íî äåñÿòèëåòèÿ ñïóñòÿ è ïðè ðàññìîòðå-
íèè äðóãèõ çàäà÷. Åñëè Ðèìàíà èíòåðåñîâàëè ïðåæäå âñåãî àáåëåâû èíòåãðà-
ëû, óíèôîðìèçàöèÿ, òåòà-ôóíêöèè è ò.ï., òî åñòü ÷èñòî ãîëîìîðôíûå îáúåêòû,
òî Òàéõìþëëåð çàíèìàëñÿ âîïðîñàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ãðàíèöå ìåæäó êîì-
ïëåêñíûì è âåùåñòâåííûì àíàëèçîì � êâàçèêîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèÿìè ðè-
ìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg(C) ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó äâå ãëàäêèå êîìïàêò-
íûå ïîâåðõíîñòè X,Y ðîäà g, âîîáùå ãîâîðÿ, êîíôîðìíî íå ýêâèâàëåíòíû ïðè
g > 0; åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ X 99K Y ïîäõî-
äÿùåãî êëàññà, ìèíèìàëüíî èñêàæàþùåãî óãëû.

Îêàçàëîñü [Teichm�uller1939], ÷òî ïîñòàâëåííîå çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, ïðè÷¼ì î÷åíü êðàñèâîå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè ïîâåðõ-
íîñòåé X 99K Y (ïðîèçâîëüíî) ôèêñèðîâàííîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà. Ýòî
ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ëèøü âíå êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷åê.

Ñôîðìóëèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî g > 0 ââåñòè ïðîñòðàí-
ñòâî Òàéõìþëëåðà3

Tg :=
{(X, ι) | X � ïîâåðõíîñòü ðîäà g, ι : π1(X)

'→ Πg}
≈

;

çäåñü Πg � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ôèêñèðîâàííîé àáñòðàêòíîé ïîâåðõíîñòè
ðîäà g > 0; ìîæíî îáîéòèñü áåç ôèêñàöèè îòìå÷åííûõ òî÷åê, ïîòîìó ÷òî èçî-
ìîðôèçì ι îïðåäåë¼í ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ. Îïðå-
äåëåíèå èçîìîðôèçìà ≈ î÷åâèäíî, äåòàëè ñì. â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Ïîñëå ðàáîò Òàéõìþëëåðà ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî
ìîäóëåé êàê

Mg(C) :=
Tg

Out(Πg)
,

ãäå Out(Πg) � ãðóïïà âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû.

Òàêèì îáðàçîì íà ïðîñòðàíñòâàõ Òàéõìþëëåðà îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âåùåñòâåí-
íàÿ ñòðóêòóðà. Èç ðåçóëüòàòîâ Òàéõìþëëåðà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè g > 1 êàæ-
äîå Tg ãîìåîìîðôíî øàðó âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè 6g − 6. Äåòàëè è ñëó÷àé
g = 1 áóäóò ðàçîáðàíû â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Îðèãèíàëüíûå òåêñòû Òàéìþëëåðà òðóäíîäîñòóïíû, à äîêàçàòåëüñòâà, êàê óòâåð-
æäàþò ñïåöèàëèñòû, ñîäåðæàò ñóùåñòâåííûå ïðîáåëû. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî

3Òàéõìþëëåð áûë ôàøèñòîì è ó÷àñòâîâàë â íåêîòîðûõ óíèâåðñèòåòñêèõ àíòèñåìèòñêèõ
êàìïàíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, ïðîòèâ Ý. Ëàíäàó. Îí ïîãèá ïîä Ñòàëèíãðàäîì â 1943.
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áûëî îïóáëèêîâàíî â [Ahlfors1954].

2.0.6. Äåëèíü-Ìàìôîðä è Mg(k). Ïîëíîå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîå îáîñíî-
âàíèå êîíñòðóêöèè Ðèìàíà ïîòðåáîâàëî ÷óòü áîëåå âåêà è áûëî çàôèêñèðîâàíî
â ðàáîòå DelMum1969.

Ýòî ðàáîòà âûñîêîòåõíè÷íà, è ìû â ýòîé ââîäíîé ëåêöèè ìîæåì îòìåòèòü ëèøü
ñëåäóþùèå ìîìåíòû:

• Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ïîëóñòàáèëüíîé, òî åñòü �÷óòü-÷óòü ñèíãóëÿð-
íîé� êðèâîé. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ êðèâûõ êîìïàêòèôèöèðóþòñÿ ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé;
• Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé Mg(k) îêàçàëèñü îïðåäåëåíû íàä ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì k è ÿâëÿþòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè;
• Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåéMg(k) ïîÿâèëèñü áîëåå òîíêèå äåéñòâóþ-
ùèå ëèöà � ñòåêè Mg(k), íå ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæåñòâàìè.

2.0.7. Ãèçåêåð è �Mc21,c2
�. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, èñêëþ÷èòåëüíûå ïîâåðõ-

íîñòè êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî ñïåöèàëüíûõ ðàññìîòðåíèé. Íî,
ðàçóìååòñÿ, ãëàâíûå êëàññèôèêàöèîííûå çàäà÷è êàñàþòñÿ òàê íàçûâàåìûõ ïî-
âåðõíîñòåé îñíîâíîãî òèïà.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñèòóàöèÿ çäåñü àíàëîãè÷íà êëàññèôèêàöèè êðè-
âûõ. Íà ìåñòî ðîäà ïðèõîäÿò äâà èíâàðèàíòà � ÷èñëà ×æåíÿ c21 è c2, è ïîâåðõ-
íîñòè îñíîâíîãî òèïà ñ äàííûìè èíâàðèàíòàìè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì êâàçè-
ïðîåêòèâíîãî �ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé� Mc21,c2

.

Îäíàêî ìíîãîîáðàçèÿ Mc21,c2
, âîîáùå ãîâîðÿ ïðèâîäèìû � òàê ÷òî, âèäèìî,

íóæíû êàêèå-òî åù¼ èíâàðèàíòû, ðàçëè÷àþùèå êîìïîíåíòû. Íåèçâåñòíû ðàç-
ìåðíîñòè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé è äàæå � ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ èíâàðèàíòîâ îíè
íåïóñòû.

2.0.8. Àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ (Ðèìàí-Ïóàíêàðå-...). Òðàíñöåíäåíòíûå
àñïåêòû ýòîé òåîðèè ðàçâèâàëèñü äàâíî. Âîñõîäÿùèå ê 17-18 âåêàì ýëëèïòè-
÷åñêèå èíòåãðàëû∫ 1

0

dx√
x(x− 1)(x− t)

è

∫ t

1

dx√
x(x− 1)(x− t)

ðàçâèëèñü â òåîðèþ ðåø¼òîê ïåðèîäîâ êðèâîé X

Per~ω(X) :=

∫
H1(X,Z)

~ω,

ãäå ~ω = (ω1, . . . , ωg) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ

Ω1[X] = 〈ω1, . . . , ωg〉,

à òåòà-ôóíêöèÿ

θ(Z|q) =
∑
n∈Z

qn
2

ZN âìåñòå ñ çàìåíàìè Z = e2πiz, q = eπiτ
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ëåãëà â îñíîâó ìíîãèõ àíàëîãîâ è îáîáùåíèé.

Îäíîìåðíûå àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå âìåñòå ñ êîì-
ìóòàòèâíûì ãðóïïîâûì çàêîíîì, îòêðûòûì Ýéëåðîì è îáúÿñíÿþùèì íàáëþ-
äåíèÿ Íüþòîíà (îá ýòîì ìû ãîâîðèëè íèæå). Ñ êàæäîé êîìïëåêñíîé êðèâîé
ðîäà g > 1 â 19-ì âåêå ñòàëè ñâÿçûâàòü å¼ ÿêîáèàí

Jac(X) :=
Cg

Per(X)

(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ýòîò ôàêòîð íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â
ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ) � êîìïëåêñíûé òîð, êîòîðûé, êàê îêàçàëîñü
([Riemann1857]), äîïóñêàåò ñ ïîìîùüþ òåòà-ôóíêöèé âëîæåíèå â Pn(C). Òî-
ðû, äîïóñêàþùèå òàêèå âëîæåíèÿ, è ñòàëè íàçûâàòüñÿ àáåëåâûìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè; ñóùåñòâåííûé âêëàä â ïîíèìàíèå èõ ñòðîåíèÿ âí¼ñ Ïóàíêàðå, ñì.
[Poi1886].

Èòàê, óæå â 19-ì âåêå âîçíèêëà òðîéêà êëàññîâ îáúåêòîâ{
Îáùèå òîðû

Cg

Λ

}
⊃ {Àáåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ} ⊃ {ßêîáèàíû Jac(X)}.

Âñå òðè êëàññà îáúåêòîâ õîðîøî ïîääàþòñÿ êëàññèôèêàöèè.

Â 20-ì âåêå ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðèè áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà ïðîèç-
âîëüíûå ïîëÿ, ñì. [Ìàìôîðä1971].

2.1. ×òî êëàññèôèöèðóåì?

Â ñîîòâåòñòâèè c íàçâàíèåì íàøåãî êóðñà ìû ñîáèðàåòñÿ êëàññèôèöèðîâàòü òî, ÷åì

çàíèìàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè, â òå÷åíèå âåêîâ ýòè ïîíÿòèÿ ïîñòîÿííî ýâîëþöèîíèðîâà-

ëè (è íåò ïðè÷èí ñ÷èòàòü ñåãîäíÿøíèå òî÷êè çðåíèÿ îêîí÷àòåëüíûì).

Ìû êðàòêî óïîìÿíåì òðè êëàññà îáúåêòîâ (äâà èç íèõ åñòåñòâåííî îáðàçóþò êà-

òåãîðèè), êîòîðûìè çàíèìàþòñÿ ñåãîäíÿøíèå àëãåáðàè÷åñêèå ãåîìåòðû. Íå áóäåì

îïàñàòüñÿ èçëèøíåé îáùíîñòè: áîëåå îáùèå ïîíÿòèÿ ÷àñòî êîðî÷å îïðåäåëÿþòñÿ.

2.1.0. (Êâàçè)ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà
Pn(k) ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèáî ñ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî, áàçó çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ êîòîðîé îáðàçóþò íóëè îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ F ∈ k[x0 : · · · : xn],
ëèáî â ñëó÷àå k = C ñ êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèåé.

Ïî îïðåäåëåíèþ, â òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî çàìêíóòûå ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ
êàê ïîäìíîæåñòâà

X ⊆ Pn(k),

îïðåäåëÿåìûå êîíúþíêöèåé óðàâíåíèé∧
i∈I

[Fi = 0],
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ãäå I � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî4

Ìû îïðåäåëèëè êëàññ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé5 X ⊆ Pn(k); îñíîâíîé èíòå-
ðåñóþùèé íàñ ïîäêëàññ � íåïðèâîäèìûå ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
÷èñòî òîïîëîãè÷åñêè êàê íåïðåäñòàâèìûå â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñòðîãî ìåíüøèõ
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Îäíàêî äëÿ ïîëíîòû êëàññèôèêàöèé íåèçáåæíî ðàñ-
ñìîòðåíèå è ïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé.

Êâàçèïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå
ðàçíîñòè ïðîåêòèâíûõ X \X0. Àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ � ïîäêëàññ ïðîåêòèâ-
íûõ, êîãäà X0 � ãèïåðïëîñêîñòü.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âëàäåíèå óïîìÿíóòûìè ïîíÿòèÿìè â ïðåäåëàõ
[Øàô2018].

2.1.1. Ñõåìû. Ìû âëîæèì èõ â áîëåå øèðîêîå ïîíÿòèå.

Ñ êàæäûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X ∈∈ T OP ñâÿçûâàåòñÿ ìàëàÿ êà-
òåãîðèÿ OpX åãî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Îêîëüöîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçû-
âàåòñÿ ïàðà (X,O), ãäå

O : Op	X −→−→ ANN
ìàëûé êîôóíêòîð. Ñõåìû îïðåäåëÿþòñÿ êàê îêîëüöîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, ëî-
êàëüíî èçîìîðôíûå ñïåêòðàì êîììóòàòèâíûõ êîëåö. Èõ ââ¼ë Ãðîòåíäèê, íà-
÷àâ ñîâìåñòíî ñ Æ. Äüåäîííå èçëàãàòü èõ îñíîâû â ìíîãîòîìíîì íåçàêîí-
÷åííîì ïðîèçâåäåíèè [GroDie1960]; Ãðîòåíäèê íàçûâàë ñõåìû ïðåäñõåìàìè,
îñòàâëÿÿ òåðìèí "ñõåìà"äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïðåäñõåì.

Äîñòàòî÷íî ïîëíûå èçëîæåíèÿ òåîðèè ñõåì ìîæíî íàéòè, ïîìèìî [Øàô2018],
â [Õàðò1981], [EisenbudHarris1998] è ìíîãèõ äðóãèõ èñòî÷íèêàõ.

2.1.2. Ôóíêòîðû òî÷åê. Íà÷í¼ì ñ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé{
F1 = 0
. . .

,

ãäå F1, F2, . . . ] ∈ Z[x1, x2, . . . ]. Òðàäèöèîííàÿ çàäà÷à äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè �
íàéòè å¼ ðåøåíèÿ x1, x2, · · · ∈ Z. Îäíàêî ðàçóìíî èñêàòü å¼ ðåøåíèÿ â äðóãèõ
êîëüöàõ � ìîæíî â ïðîèçâîëüíûõ, ñì. [Ìàíèí2012].

Ñîïîñòàâëåíèå ëþáîìó êîëüöó ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìû

4Ìû ÷óòü-÷óòü îòêëîíèëèñü îò òðàäèöèîííîãî îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé{
F1 = 0
. . .

,

ïîñêîëüêó óäîáíî èíîãäà íå ñ÷èòàòü óðàâíåíèÿ íóìåðîâàííûìè � à, íàïðèìåð, ñ÷èòàòü èõ
ëåâûå ÷àñòè ïðîáåãàþùèìè (îäíîðîäíûé) èäåàë.

5Â àíãëèéñêîì ÿçûêå åñòü äâà ïåðåâîäà ñëîâà ìíîãîîáðàçèå � variety è manifold. Âòî-
ðîå èç íèõ ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåãî � íàïðèìåð, íåïðèâîäèìî-
ãî è ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íàì ïðèä¼òñÿ ÿâíî îãîâàðèâàòü âñå ïðåäïîëàãàåìûå ñâîéñòâà
ìíîãîîáðàçèé.
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ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò ôóíêòîð

X : ANN −→−→ SET ,

è òàêèå ôóíêòîðû ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ
â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïðîáëåìà èõ õàðàêòåðèçàöèè ñâîéñòâàìè, òèïè÷-
íûìè äëÿ ââåä¼ííîãî òîëüêî ÷òî êëàññà, íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ
Ãðîòåíäèêà, ñì. [Ìàìôîðä1968], ëåêöèÿ 3.

Òàêèå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ ôóíêòîðàìè òî÷åê. Îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðî-
áëåìàìè êëàññèôèêàöèè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, è ìû ê íèì åù¼
âåðí¼ìñÿ.

Çàäà÷è

2.1. Ðàññìîòðèòå äâå ïàðàáîëû, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè x2 = ay è y2 = 2ax. Ñâÿæèòå

íàõîæäåíèå èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ çàäà÷åé îá óäâîåíèè êóáà.

2.2. Âû÷èñëèòå äëèíó ýëëèïñà x2

a2 + y2

b2
= 1 è ïëîùàäü îãðàíè÷åííîé èì îáëàñòè

x2

a2 + y2

b2
≤ 1

2.3. (Ïàðàáîëè÷åñêèì) êîíîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, çàìåòàíèåì âðàùåíèåì

ïàðàáîëû âîêðóã ñâîåé îñè. Äîêàæèòå òåîðåìó Àðõèìåäà: îáú¼ì îáëàñòè, îãðà-

íè÷åííîé ñåãìåíòîì êîíîèäà è ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî îñè, â ïîëòîðà

ðàçà áîëüøå îáú¼ìà ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà, âïèñàííîãî â ýòîò ñåãìåíò.

2.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ êóáèê, èìåþùèõ êàê ìîæíî áîëüøå âåùå-

ñòâåííûõ òî÷åê ïåðåãèáà. Ïîëüçóÿñü äîñòóïíûìè êîìïüþòåðíûìè ñðåäñòâàìè, èçîá-

ðàçèòå èõ. Åñòü ëè ñðåäè òðîåê òî÷åê ïåðåãèáà êîëëèíåàðíûå? Åñëè äà, ïîä÷èíÿåòñÿ

ëè ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïåðåãèáà ïî êðèâûì ïåðåãèáà êàêèì-ëèáî çàêîíîìåðíîñòÿì?

Ñôîðìóëèðóéòå ïðåäïîëîæåíèÿ è äîêàæèòå èõ.

2.5. Îò ñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ çàâèñÿò ïëîñêèå êâàðòèêè ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâ-

íîé ýêâèâàëåíòíîñòè?

2.6. Ïîñòðîéòå (èëè íàéäèòå â ëèòåðàòóðå) êóáè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ êàê ìîæíî

á�oëüøèì êîëè÷åñòâîì ëåæàùèõ íà íåé ïðÿìûõ.

2.7. Ïîêàæèòå, ÷òî (ïðîñòåéøèå) îñîáåííîñòè ïëîñêèõ êâèíòèê ðîäà 4 ìîæíî çà-

äàâàòü ïðîèçâîëüíî.

2.8. Óñòàíîâèòå óíèðàöèîíàëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéM4.

2.9. Äîêàæèòå ïðåäñòàâèìîñòü ôóíêòîðîâ ANN −→−→ SET , îïðåäåëÿåìûõ ñè-

ñòåìàìè ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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