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3.0. ×òî è êàê êëàññèôèöèðóåì? (Îêîí÷àíèå)

3.0.0. Ïîëíûå ìíîãîîáðàçèÿ è èõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Çàíèìàÿñü êëàñ-
ñèôèêàöèåé âëîæåííûõ ìíîãîîáðàçèé, ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîåêòèâíûìè, à çà-
íèìàÿñü àáñòðàêòíûìè � ïîëíûìè. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷èå íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ
ëèøü íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 2, ìû îòëîæèì îáñóæäåíèå ïîíÿòèÿ ïîëíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ � âïðî÷åì, ñì. [Øàô2018].

Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû (â îòëè÷èå îò Íüþòîíà...) íå õîòèì ïîçâîëÿòü
êàêèì-òî ÷àñòÿì ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè îáúåêòîâ �ïðÿòàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòè�;
ïðèìåðíî äëÿ ýòîãî ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è áûëà ïðèäóìàíà (ñì., íàïðèìåð,
[Coolidge1934]).

Ïðîåêòèâíîñòü è ïîëíîòà ñðîäíè òîïîëîãè÷åñêîìó ïîíÿòèþ êîìïàêòíîñòè, îñîáåííî

åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàðèííûì, îòíîñÿùèìñÿ ê âëîæåííûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâàì, îïðåäåëåíèåì êîìïàêòà êàê çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn � ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, íèêàêèå òî÷êè êîìïàê-

òà òîæå íå ìîãóò óñêîëüçíóòü â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî ñâîéñòâî ïñèõîëîãè÷åñêè âàæíî,

ïîòîìó ÷òî âñ¼, î ÷¼ì äóìàåò ãåîìåòð, óìåùàåòñÿ íà êîíå÷íîì ÷åðòåæå (áóäü òî ó÷à-

ñòîê çåìëè ñ ïåñêîì, ëèñò áóìàãè, äîñêà â àóäèòîðèè èëè ýêðàí êîìïüþòåðà); ïÿòûé

ïîñòóëàò Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì è òûñÿ÷è ëåò ìó÷èë

ãåîìåòðîâ.

Íî ïåðåíåñåíèå èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè (èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ ìîæ-

íî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå) èç îáùåòîïîëîãè÷åñêîãî êîíòåêñòà â àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷åñêèé íå ñðàáàòûâàåò, ïîñêîëüêó â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî åìó óäîâëåòâîðÿ-

þò àôôèííûå è ìíîãîîáðàçèÿ (è, áîëåå îáøèì îáðàçîì, àôôèííûå ñõåìû, òî åñòü

ñïåêòðû êîììóòàòèâíûõ êîëåö). Ïîòîìó è ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü äðóãèå îïðåäåëåíèÿ,

1



2

î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéä¼ò íèæå.

Êîãäà íàì âñ¼-òàêè ïðèä¼òñÿ çàíèìàòüñÿ íåïîëíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè � à ýòî
íåèçáåæíî, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ íåïîëíû � ìû
áóäåì ñòàðàòüñÿ êîìïàêòèôèöèðîâàòü èõ è çàòåì ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíî-

ñòè ïîëíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü èõ â
âèäå V\V∞, ãäå V ⊃ V∞ � ïàðà ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé. Êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ
ïàð � åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, è â ñëó÷àå êðèâûõ îíà
õîðîøî ðàçðàáîòàíà.

Â ñëó÷àå âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé îíà ðàçðàáîòàíà ìåíüøå. Âîçìîæíî, óìåñò-
íî ñòàâèòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ôëàãîâ V ⊃ V1 ⊃ V3 ⊃ . . . .

3.0.1. Ïðîåêòèâíàÿ, áèðåãóëÿðíàÿ, áèðàöèîíàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ.
Äàæå ïðè êëàññèôèêàöèè ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè
ïîäõîäà, îñíîâàííûõ íà ðàçíûõ, âñ¼ áîëåå ãðóáûõ, îòíîøåíèÿõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè.

Ìû îïóñêàåì íàèáîëåå òîíêîå � îòíîøåíèå ðàâåíñòâà. Îíî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òðèâè-

àëüíûì, è ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íî ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåá-

ðû âîïðîñ î òîì, êîãäà äâå ñèñòåìû (îäíîðîäíûõ) ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäàþò

îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûì è äîâîëüíî òðóä-

íûì ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Âîïðîñ æå î òîì, êàê çàäàòü ôèêñèðîâàííîå

ìíîãîîáðàçèå íàèáîëåå ýêîíîìíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âû-

áðàòü íàèëó÷øóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ îäíîãî è òîãî æå èäåàëà), ñîñòàâëÿåò öåëûé

ðàçäåë êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Îí ñîâðåìåíåí, èíòåðåñåí è ïðàêòè÷åñêè âàæåí, íî

ëåæèò çà ïðåäåëàìè íàøåãî êóðñà.

Ìíîãîîáðàçèÿ X,Y ⊂ Pn(k) íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå τ ∈ PGLn+1(k) = Aut

(
Pn(k)

)
, ÷òî τ(X) = Y.

Êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé äàííîé ðàçìåðíîñòè è äàííîé ñòåïåíè ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè � îäíà èç ñòàðåéøèõ çàäà÷ àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ðåçóëüòàòû è íà ïëîñêîñòè, è â ïðîñòðàíñòâå íà÷èíàëèñü ñ
ïîíèìàíèÿ òîãî, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé ñòåïåíè 2 (êî-
íèê è êâàäðèê) ïî÷òè òðèâèàëüíà. Íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû íà÷èíàþòñÿ ñ
êóáè÷åñêèõ êðèâûõ è êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ Pn(k), Y ⊂ PM (k) íàçûâàþòñÿ áèðåãóëÿðíî ýêâèâàëåíò-

íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

X
'−→ Y

spec k
@@R ��	

â êàòåãîðèè ñõåì íàä îñíîâíûì ïîëåì. Áèðåãóëÿðíî èçîìîðôíûå ìíîãîîáðà-
çèÿ îáû÷íî íàçûâàþò ïðîñòî èçîìîðôíûìè.
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Áèðåãóëÿðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ñòðîãî ãðóáåå, ÷åì
ïðîåêòèâíàÿ, íî óáåäèòüñÿ â ýòîì, âèäèìî, íå î÷åíü ïðîñòî. Ãëàäêèå ïðîåêòèâ-
íûå êðèâûå èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû.

Ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëÿ-

åòñÿ êëàññîì ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè î÷åíü îáèëüíîãî äèâèçîðà (à êîíêðåòíîå âëî-

æåíèå â PN � âûáîðîì áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Ðèìàíà-Ðîõà ýòîãî äèâèçîðà). Ïîýòîìó

ïîñòðîåíèå ïðîåêòèâíî íåýêâèâàëåíòíûõ èçîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé òðåáóåò äîñòà-

òî÷íîãî çàïàñà î÷åíü îáèëüíûõ äèâèçîðîâ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè.

Â îòëè÷èå îò àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, êàòåãîðèÿ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíà êà-
òåãîðèè k-ANN êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ k−àëãåáð,
ïðîåêòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ íå ñâÿçûâàþòñÿ ñ êàêèì-ëèáî àëãåáðàè÷åñêèì îáú-
åêòîì (à òîëüêî ñ ïó÷êîì ëîêàëüíûõ êîëåö).

Íàêîíåö, íåïðèâîäèìûå ìíîãîîáðàçèÿ X è Yíàçûâàþòñÿ áèðàöèîíàëüíî èçî-

ìîðôíûìè, åñëè ñîäåðæàò èçîìîðôíûå âñþäó ïëîòíûå â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî
ïîäìíîæåñòâà, òî åñòü òàêèå U ⊆ X è V ⊆ Y , ÷òî U ' V .

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíûõ, íî íå èçîìîðôíûõ ãëàäêèõ
ïîëíûõ ìíîãîîáðàçèé äîñòàâëÿþò ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P2 è ïðîèçâåäåíèå
ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ P1×P1 (ýòî ïðîèçâåäåíèå îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ êàê êâàä-

ðèêà â P3).

Êëàññó áèðàöèîíàëüíîãî èçîìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ X âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóåò ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé K = k(X). Ïîëó÷àþùèåñÿ òàêèì
îáðàçîì ïîëÿ äîïóñêàþò íåçàâèñèìóþ õàðàêòåðèçàöèþ: ýòî �

êîíå÷íîïîðîæä¼ííûå ðàñøèðåíèÿ K ⊇ k îñíîâíîãî ïîëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå áèðàöèîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ
çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à èìååò ñìûñë è âåñüìà èíòåðåñíà (íî îáû÷íî êðàéíå òðóäíà) è

ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîëå k, íàïðèìåð, ïðè k = Q. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíà îòíîñèòñÿ ê

àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ëèøü àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé,

ñîõðàíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå k = k.

Ëþáîå ìíîãîîáðàçèå X, äëÿ êîòîðîãî k(X) = K, íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ïîëÿ
K. Âûáîð äîñòàòî÷íî õîðîøåé ìîäåëè êîíå÷íîïîðîæä¼ííîãî ðàñøèðåíèÿ îñ-
íîâíîãî ïîëÿ � îäíà èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ ïîíÿòèå �õîðîøàÿ� óäà¼òñÿ íàñòîëüêî óòî÷íèòü, ÷òî èìåþò ìå-
ñòî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ìîäåëè, îáëàäàþùåé ïðåäïèñàííûìè ñâîéñòâàìè.
Òàê, åäèíñòâåííû ãëàäêèå ïîëíûå ìîäåëè êðèâûõ. Î ìíîãîîáðàçèÿõ âûñøèõ
ðàçìåðíîñòåé ìû ïîãîâîðèì â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

3.0.2. Ãëàäêîñòü è ìèíèìàëüíîñòü. Îòìå÷åííûé ñëó÷àé åäèíñòâåííîé ãëàä-
êîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè èìååò ìåñòî òîëüêî â ðàçìåðíîñòè 1.
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Â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè î÷åâèäíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ïðîåêòèâíîé ìî-
äåëè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîëå K ïîðîæäåíî íàä k ýëåìåíòàìè x1, . . . , xn;
êàê íè ïå÷àëüíî, â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ðàâåíñòâîì

K = k(x1, . . . , xn)
òî åñòü òàê æå, êàê åñëè áû K áûëî ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Íà ñàìîì äåëå ýëåìåíòûx1, . . . , xn ∈ K îáû÷íî ñâÿçàíû
àëãåáðàè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè; ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáðàçóþò èäåàë

a / k[x1, . . . , xn]
â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ, è èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

K ∼= ff

(
k[x1, . . . , xn]

a

)
,

ãäå äëÿ êîëüöà A áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÷åðåç ff(A) îáîçíà÷åíî åãî ïîëå ÷àñòíûõ
(îò ñëîâ fraction field). Òîãäà âûáîð ëþáîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ èäåàëà

a = 〈F1, . . . , FN 〉
îïðåäåëÿåò çàäàâàåìîå ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè àôôèííîå ìíîãîîáðà-
çèå

Ẋ := zerF1,...,FN
⊆ An(k),

ÿâëÿþùååñÿ àôôèííîé ìîäåëüþ ïîëÿ K � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî K ∼= k(Ẋ). Íàøåé
öåëüþ, îäíàêî, áûëî ïîñòðîåíèå ïðîåêòèâíîé ìîäåëè ýòîãî (ïðîèçâîëüíîãî)
ïîëÿ. Ýòà öåëü äîñòèãàåòñÿ âçÿòèåì çà X ïðîåêòèâíîãî çàìûêàíèÿ (òî åñòü

çàìûêàíèÿ â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî ïðîñòðàíñòâà Pn(k) ⊃ An(k) ⊇ Ẋ). Òàêèì
îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ íåïðèâîäèìîå (ýòî íåòðóäíî äîêàçàòü) ïðîåêòèâíîå ìíî-
ãîîáðàçèå X, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáóåìîìó èçîìîðôèçìó K ∼= k(X).

Îäíàêî íåò íèêàêèõ ïðè÷èí ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îá-
ðàçîì ïðîåêòèâíàÿ ìîäåëü áóäåò ãëàäêîé. Íàõîæäåíèå ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ X̂, áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíîãî ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîáðàçèþ X,
íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé, èëè äåñèíãóëÿðèçàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ
X (èñïîëüçîâàíèå ýòîé òåðìèíîëîãèè åñòåñòâåííî, ëèøü åñëè X èìååò îñîáåí-
íîñòè). Îáû÷íî äåñèíãóëÿðèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ ìîðôèçìîì

σ : X̂ −→ X;

òèïè÷íûå ïðèìåðû (ïðåäúÿûëÿåìûå â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ) � ïîëóêóáè÷å-
ñêàÿ ïàðàáîëà y2 = x3, äåñèíãóëÿðèçóåìàÿ ïàðàìåòðèçàöèåé x = t2, y = t3, è
äåêàðòîâ ëèñò1 y2 = x3 + x2 ñ ïàðàìåòðèçàöèåé x = t2 − 1, y = t(t2 − 1).

Ë¼ãêîñòü äåñèíãóëÿðèçàöèè çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè è îò õàðàêòåðèñòèêè îñ-
íîâíîãî ïîëÿ. Â ñëó÷àå êðèâûõ åñòü íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ � ñì.,
íàïðèìåð, [SempleRoth1985]. Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé åñòü íåñêîëüêî òåêñòîâ
óìåðåííîé ñëîæíîñòè, íàïðèìåð, [Lipman1969]. Â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé óñòàíîâ-
ëåíà â ðàáîòå [Hironaka1964], è ýòî � îäíà èç òðóäíåéøèõ òåîðåì àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ ðåêîðäíûì ïî äëèíå äîêàçàòåëüñòâîì, ñì. [Hauser2003].
Íàä ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðàçðåøèòü

1ñ ýòîãî ïðèìåðà íà÷èíàåòñÿ ó÷åáíèê [Øàô2018]
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ëþáóþ îñîáåííîñòü ðåø¼í ëèøü â ðàçìåðíîñòè ≤ 3, ñì.[CossartPiltant2009];
â îáùåì ñëó÷àå îí îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäå-
ëè X ïîëÿ K óñòàíîâëåíî; ïóñòü ëèáî char(k) = 0, ëèáî deg trkK = dimk X ≤ 3.
Âîçíèêàåò âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè òàêîé ìîäåëè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îíà èìååò ìåñòî â ñëó÷àå êðèâûõ. Â âûñøèõ ðàçìåðíî-
ñòÿõ îíà èìåòü ìåñòî íå ìîæåò ïî ïðè÷èíå âîçìîæíîñòè ðàçäóòèé òî÷åê (ñì.
íàïðèìåð, [Øàô2018]); ñîõðàíÿÿ ãëàäêîñòü è ïðîåêòèâíîñòü, ýòà ïðîöåäóðà
ñòðîãî óâåëè÷èâàåò âòîðûå ãîìîëîãèè H2( ,Z).

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ íàëîæèòü íà ìîäåëè òðåáîâàíèåìèíèìàëüíî-
ñòè, òî åñòü íåâîçìîæíîñòè ÷òî-ëèáî ñòÿíóòü � èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëó÷èòü
ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü ðàçäóòèåì êàêîé-ëèáî ñòðîãî ìåíüøåé.

Íà ïåðâûé (è ôîðìàëüíûé) âçãëÿä ýòîò ïîäõîä, íàçûâàåìûé ïðîãðàììîé ìè-

íèìàëüíûõ ìîäåëåé, òåðïèò êðàõ óæå â ðàçìåðíîñòè 2. Äåéñòâèòåëüíî, è ïðî-
åêòèâíàÿ ïëîñêîñòü P2, è êâàäðèêà P1 × P1 ìèíèìàëüíû, íî ëåæàò â îäíîì
áèðàöèîíàëüíîì êëàññå. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé èñ-
êëþ÷åíèÿ òàêîãî ðîäà ìîæíî ïåðå÷èñëèòü, ïðè÷¼ì äëÿ ïîâåðõíîñòåé îñíîâíîãî
òèïà (ñì. òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ) åäèíñòâåííîñòü ãëàä-
êèõ ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé â êëàññå áèðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàáëþ-
äàåòñÿ.

Íàðÿäó ñ óïîìÿíóòîé íååäèíñòâåííîñòüþ àðãóìåíò �ïðîòèâ� ïðîãðàììû ìè-
íèìàëüíûõ ìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåêîòîðûå çàìå÷àòåëüíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé íå ìèíèìàëüíû. Óáåäèòåëüíûé ïðèìåð äîñòàâ-
ëÿþò êóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçäóâàÿ 6 òî÷åê (â
îáùåì ïîëîæåíèè) íà ïëîñêîñòè P2. Ïðè ýòîì áèðåãóëÿðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (ñîâïàäàþùàÿ ñ ïðîåêòèâíîé) âåñüìà ïîó÷èòåëüíà,
èíòåðåñíà è äà¼ò êðàñèâûå ðåçóëüòàòû.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì ïðèìåð, â íåêîòîðîì ñìûñëå ðàçðóøàþùèé íàäåæäó íà
ïðîñòóþ, ÿñíóþ è îêîí÷àòåëüíóþ êëàññèôèêàöèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé. Â ðàáîòå [Schroeer1999] èçó÷àþòñÿ ïîâåðõíîñòè, áèðàöèîíàëüíî èçî-
ìîðôíûå ïðîèçâåäåíèÿì ïðÿìîé íà êðèâóþ, íî íå âêëàäûâàåìûå â ïðîåêòèâ-
íûå ïðîñòðàíñòâà!

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî, îãðàíè÷èâàÿñü ïðîåêòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
ñ òî÷êè çðåíèÿ áèðåãóëÿðíîé êëàññèôèêàöèè ìû ÷òî-òî � âîçìîæíî, âàæíîå �
óïóñêàåì èç âèäà.

3.1. Ìå÷òû îá èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé

3.1.0. Îáîçíà÷åíèÿ. Â êîíöå ëåêöèè 1 áûëî íàìå÷åíî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà ìîäóëåéMX àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà X êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ
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èçîìîðôèçìà àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ òåìè æå äèñêðåòíûìè èíâà-
ðèàíòàìè, ÷òî óX. Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ýòîò ïîäõîä â òî÷íîå îïðåäå-
ëåíèå, íóæíî óòî÷íèòü çíà÷åíèå íåñêîëüêèõ ñëîâ; ìû â íàøåì êóðñå íå áóäåì
ïûòàòüñÿ ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ â ïîëíîé îáùíîñòè, à îãðà-
íè÷èìñÿ ïðèìåðàìè.

Â òîé æå ëåêöèè áåãëî óïîìèíàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî MX îáû÷íî íàäåëÿåìî
òîé æå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ÷òî è X. Ñåé÷àñ ìû ââåä¼ì ñåðèþ
ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû (õîòÿ áû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ) ïðè-
äàòü ýòèì ñëîâàì òî÷íûé ñìûñë.

Ïóñòü âñ¼ æå X � ïðîñòî ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñþðüåêòèâíûå ìîðôèçìû
π : X → B êâàçèïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîîáðàçû òî÷åê êîòîðûõ ìû
áóäåì íàçûâàòü ñëîÿìè ìîðôèçìà è îáîçíà÷àòü

XB := π−1◦(B) äëÿ B ∈ B.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì O ∈ B èìååò ìåñòî áèðåãóëÿðíûé èçî-
ìîðôèçì XO ' X; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîðôèçì π ñîáñòâåííûé, ÷òî åñòü âñå
åãî ñëîè ïîëíû (æåëàþùèå ìîãóò çàìåíèòü ýòî ñëîâî íà ïðîåêòèâíû).

Áîëåå òîíêîå óñëîâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ñëîè XB èìåþò îäíè è òå æå

äèñêðåòíûå èíâàðèàíòû. Â ñëó÷àå ñåìåéñòâ êðèâûõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñëîè
XB � êðèâûå îäíîãî è òîãî æå ðîäà, ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé áóäåò êîíêðåòèçèðî-
âàí â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ëåêöèé, à îáùóþ ôîðìóëèðîâêó ìîæíî ïðèâåñòè
ëèøü äëÿ òåõ, êòî çíàåò, ÷òî òàêîå ïëîñêèé ìîðôèçì2; èìåííî ýòî ñâîéñòâî
òðåáóåòñÿ îò ìîðôèçìà π. Â ñëó÷àå k = C ìîðôèçì π ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà ïîñëå çàáûâàíèÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ìîðôèçì
π : X → B ïðåâðàùàåòñÿ â ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå â êàòåãîðèè ãëàä-
êèõ ìíîãîîáðàçèé.

Äåôîðìàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ X íàä áàçîé (B, O), ãäå O ∈ B, íàçûâàåòñÿ ëþ-
áîå ñåìåéñòâî ìíîãîîáðàçèé π : X → B ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè è òàêîå,
÷òî XO ' X. Îáû÷íî ïîä (B, O) ïîíèìàåòñÿ ðîñòîê ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü ïà-
ðó (B, O) ðàçðåøàåòñÿ çàìåíÿòü íà (B′, O), åñëè B ⊇ B′ 3 O è B′ îòêðûòî â B.
Òî æå ñîãëàøåíèå ïðè k = C ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíîé òîïîëîãèè ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî áàçó B ìîæíî ñ÷èòàòü (ïñèõîëîãè÷åñêè ñêîëü óãîäíî ìàëûì)
øàðîì ñ öåíòðîì O.

Òèïè÷íîì ïðèìåðîì äåôîðìàöèè ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàí-
íîãî íåêîòîðîé ñèñòåìîé ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùåé îò íàáîðà êî-
ýôôèöèåíòîâ (a1, . . . , am) ∈ Am(k) èëè (a0 : · · · : am) ∈ Pm(k) ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òîå ïî Çàðèñêîìó ïîäìíîæåñòâî B ⊆ Am(k) èëè B ⊆ Pm(k), ñîñòîÿùåãî èç
íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòîðîì ìíîãîîáðàçèå îñòà¼òñÿ ãëàäêèì. Àíàëî-
ãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ èìååò ñìûñë ïðè k = C â êîìïëåêñíîé òîïîëîãèè.

3.1.1. (Óíè)âåðñàëüíûå ñåìåéñòâà. Ââåä¼ííûå ïîíÿòèÿ ðàñïîëàãàþò ê ìå÷òå

2Îïðåäåëåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [Eisenbud1995].
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î òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü äëÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X òàêîå óíèâåðñàëüíîå ñå-
ìåéñòâî π : X → B, ÷òîáû âñå ìíîãîîáðàçèÿ X′ ñ òåìè æå èíâàðèàíòàìè, ÷òî
ó X, áûëè ñëîÿìè ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðè÷¼ì âñòðå÷àëèñü â ñåìåéñòâå ðîâíî ïî
îäíîìó ðàçó.

Åñëè áû òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà âîçìîæíî, òî áàçîé ýòîãî ñåìåéñòâà áûëî
áû èìåííî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé B =MX.

Îäíàêî ýòà ìå÷òà (çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ âðîäå îäíîòî÷å÷íîãî
X, íà êîòîðûå ìû íå áóäåì òðàòèòü âðåìÿ) íåäîñòèæèìà. Â îñòàâøèõñÿ ëåêöè-
ÿõ ìû íå òîëüêî îáúÿñíèì, ïî÷åìó ýòî òàê, íî è ðàññêàæåì, íàñêîëüêî áëèçêî
ê ìå÷òå îá óíèâåðñàëüíîì ñåìåéñòâå ìîæíî ïîäîéòè.

Íà÷í¼ì ñ ÿçûêîâûõ òîíêîñòåé. Îòáðîñèòü ïðèñòàâêó óíè- ïðåäëîæèë, âèäè-
ìî, Â.È. Àðíîëüä � ñì. [Àðí1972]. Îñëàáëåííàÿ ìå÷òà � ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ,
ñîäåðæàùèõ âñå òðåáóåìûå ñëîè áåç óñëîîâèÿ åäèíñòâåííîñòè � âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé. Íàïðèìåð, âåðñàëüíûå äåôîðìàöèè êðèâûõ ðî-
äîâ ≤ 10 èòàëüÿíñêèå ìàòåìàòèêè óìåëè ñòðîèòü åù¼ â íà÷àëå ÕÕ-ãî âåêà, ñì.
[Severi1915].

Ñëåäóþùàÿ ÿçûêîâàÿ òîíêîñòü âîçíèêàåò ïðè ïðåäúÿâëåíèè êîíå÷íîâåðñàëü-

íûõ ñåìåéñòâ. Òàê, ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì â
àôôèííîé ôîðìå

y2 = x(x− 1)(x− t)
ïðè t ∈ B ⊂ A1(k) è char(k) /∈ {2, 3}, ãåêñàâåðñàëüíî � ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ
óáåäèòüñÿ â ýòîì â çàäà÷å 3.9.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñåìåéñòâî êðèâûõ ðîäà 2, çàäàííûõ óðàâíåíèåì â àô-
ôèííîé ôîðìå

y2 = x(x− 1)(x− t1)(x− t2)(x− t3)
ïðè (t1, t2, t3) ∈ B ⊂ A3(k) è char(k) /∈ {2, 3}, îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êîòîðîå ìû
íàçîâ¼ì 720-âåðñàëüíîñòüþ, è çíàíèÿ ëàòûíè ñîâðåìåííûì ÷åëîâåêîì íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü ýòî ñâîéñòâî îäíèì ñëîâîì. Ðàçîáðàòüñÿ ñ
ýòèì ñåìåéñòâîì ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ â çàäà÷å 3.10.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: à íåëüçÿ ëè îòîæäåñòâèòü èçîìîðôíûå ñëîè â êîíå÷íîâåð-
ñàëüíûõ ñåìåéñòâàõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûå? Îòðèöàòåëüíûé îòâåò
âìåñòå ñ îáúÿñíåíèåì áóäåò äàí â ñêîðîì âðåìåíè, à ñåé÷àñ ðàññêàæåì î íàè-
ëó÷øåì âîçìîæíîì ïðèáëèæåíèè ê ýòîé íåäîñòèæèìîé öåëè.

×èòàòåëü, îäîëåâøèé çàäà÷ó 3.9, çàìåòèò, ÷òî ôóíêöèÿ

j(t) := 256
(t2 − t+ 1)3

t2(t− 1)2

èìåííî îòîæäåñòâëÿåò ñëîè ñåìåéñòâà y2 = x(x − 1)(x − t), òî åñòü (â îáîçíà-
÷åíèÿõ ýòîé çàäà÷è)

[Et ' Et′ ]⇐⇒ [j(t) = j(t′)]
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Òàê âîçíèêàåò j-èíâàðèàíò, ÿâëÿþùèéñÿ ôóíêöèåé íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé
M1(k) è, áîëåå òîãî, óñòàíàâëèâàþùèé èçîìîðôèçì

j :M1(k)
'−→ A1(k).

Íàä òàê íàçûâàåìîé j-ïðÿìîé äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò ÏÎ×ÒÈ óíèâåðñàëü-
íîå ñåìåéñòâî

y2 = x3 − 27

4

j − 1728

j

(ñì. [Ìàìôîðä1969]; íàïîìíèì, ÷òî char(k) /∈ {2, 3}). Ñðåäè åãî ñëî¼â îäíî-
êðàòíî âñòðå÷àþòñÿ âñå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, êðîìå òð¼õ÷ëåííûõ

y2 = x3 − x è y2 = x3 − 1

ñ j-èíâàðèàíòàìè 1728 = 123 è 0; ýòè æå êðèâûå âûäåëÿþòñÿ êàê èìåþùèå
íåòðèâèàëüíûå àâòîìîðôèçìû

(x, y) 7→ (−x,
√
iy) è (x, y) 7→ (ρx, y), ãäå

3
√
1 = 〈ρ〉.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ � àíàëîã ïî÷òè óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà Ug →Mg ïðè g ≥ 3,

â êîòîðîé ñëîåì íàä òî÷êîé [X] ∈Mg ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ X
Aut(X) ; ñëåäóåò ó÷åñòü,

÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îáùåé êðèâîé ðîäà ≥ 3 òðèâèàëüíà.

Ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó.

3.1.2. Êîôóíêòîð ñåìåéñòâ. Ïîñêîëüêó îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàí-
ñòâàìè ìîäóëåé, îáùåïðèíÿòû ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ êðèâûõ ôèêñèðîâàííîãî ðîäà,
ìû è îïðåäåëèì ýòîò ôóíêòîð òîëüêî äëÿ êðèâûõ, èìåÿ, îäíàêî, â âèäó, ÷òî
îïðåäåëÿåìûå êîíñòðóêöèè èìåþò ñìûñë äëÿ ìíîãîîáðàçèé ëþáîé ðàçìåðíî-
ñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè äèñêðåòíûìè èíâàðèàíòàìè.

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ CURVEg(B) ñåìåéñòâ êðèâûõ ðîäà g ≥ 1 íàä ôèê-
ñèðîâàííîé áàçîé B. Ìîðôèçìû â íåé, ðàçóìååòñÿ, îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
êîììóòàòèâíûõ äèàãðàìì

X
@
@R

- X ′
�

�	B
π π′

×åðåç CURVEg(B) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ îáúåêòîâ êà-
òåãîðèè CURVEg(B) (íåìíîãî ïîäóìàâ, ìîæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî ìíîæåñòâî
ñóùåñòâóåò).

Íà êàòåãîðèè CURVEg(B) îïðåäåëåíà çàìåíà áàçû: åñëè (X π→ B) ∈∈ CURVEg(B)

è B′
β→ B� ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì, òî îïðåäåëåíî ðàññëî¼ííîå ïðîèçâåäåíèå

B′ ×B X := {(B′, X) ∈ B′ ×X
∣∣π′(B′) = π(X)},

ñíàáæ¼ííîå ïðîåêöèåé B′×B X : (B′, X) ∈ B′ 7→
(
π′(B′) = π(X)

)
, ïðåâðàùàþ-

ùåå ýòî ðàññëî¼ííîå ïðîèçâåäåíèå â ñåìåéñòâî êðèâûõ ðîäà g. Èíà÷å ïîëó÷åí-
íîå ñåìåéñòâî íàçûâàþò èíäóöèðîâàííûì ñ ïîìîùüþ ìîðôèçìà β.

Ìû íå ââîäèëè äëÿ êàòåãîðèè áàç ñïåöèàëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ, ïîäðàçóìåâàÿ,
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÷òî ýòî � ïîäõîäÿùàÿ ïîäêàòåãîðèÿ ñõåì íàä k. Íå áóäåì ââîäèòü ïîëíîöåííî-
ãî îáîçíà÷åíèÿ è ñåé÷àñ (êîãäà îíî íóæíî), îãðàíè÷èâàÿñü ëàïèäàðíûì {{B}}.

Ìû ïî ñóùåñòâó óæå îïðåäåëèëè êîôóíêòîð

famg : {{B}} −→−→ SET : B 7→7→ CURVEg(B);

îí è íàçûâàåòñÿ êîôóíêòîðîì ñåìåéñòâ. Åãî äåéñòâèå íà ìîðôèçìàõ, ðàçóìå-
åòñÿ, îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèåé èíäóöèðîâàíèÿ.

Â ðàáîòå [Ìàìôîðä1969] àâòîð ôîðìóëèðóåò è çàùèùàåò òî÷êó çðåíèÿ, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé âñåâîçìîæíûå ñåìåéñòâà êðèâûõ ðîäà g îáðàçóþò áîëåå ôóí-
äàìåíòàëüíûé ïðåäìåò (ñëîâî îáúåêò çàíÿòî...), ÷åì ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé.
Ìàìôîðä âåñüìà óáåäèòåëüíî ïîäòâåðæäàåò ýòó òî÷êó çðåíèÿ êðàñèâûìè è
ãëóáîêèìè âû÷èñëåíèÿìè; ïðèíÿòü å¼ ïîáóæäàåò è òîò ôàêò, ÷òî Ìàìôîðä �
îäèí èç ñèëüíåéøèõ ãåîìåòðîâ ÕÕ-ãî âåêà, âíåñøèé, â ÷àñòíîñòè, îãðîìíûé
âêëàä â òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ.

Ïðàâäà, äëÿ òîãî, ÷òîáû âñòàòü íà ïîçèöèè, ïðåäëàãàåìûå Ìàìôîðäîì, íà-
äî ïîêèíóòü êàíòîðîâñêèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ðàé è ïåðåáðàòüñÿ â ìèð
ýòàëüíûõ òîïîëîãèé Ãðîòåíäèêà...

3.1.3. Î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêòîðîâ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ìû
ââåëè êîôóíêòîð ñåìåéñòâ äîâîëüíî ôîðìàëüíî; îäíàêî ê åãî ñîäåðæàòåëüíî-
ìó îáñóæäåíèþ ìû íå ðàç áóäåì âîçâðàùàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Ýòî � óæå âòîðîé (êî)ôóíêòîð èç àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîé êàòåãîðèè â êàòåãî-
ðèþ ìíîæåñòâ. Ïðåäûäóùèé êëàññ ôóíêòîðîâ, ôóíêòîðû òî÷åê, ìû îáñóæäà-
ëè êàê âîçìîæíûõ êàíäèäàòîâ íà ãëàâíûå äåéñòâóþùèå ëèöà â àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè; òîãäà æå ìû ïîä÷¼ðêèâàëè ïðåäñòàâèìîñòü ýòèõ ôóíêòîðîâ.

Íî êîôóíêòîð ñåìåéñòâ íåïðåäñòàâèì! Ìû îáñóäèì ïðè÷èíû ýòîãî â ñëåäó-
þùåé ëåêöèè. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýòîò ôàêò êàê ïå÷àëüíîå ÿâëåíèå, ðàçðó-
øàþùèå íåêîòîðûå íàèâíûå íàäåæäû íà äîñòàòî÷íî ïðîñòûå êëàññèôèêàöè-
îííûå ðåçóëüòàòû â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. À ìîæíî ðàñöåíèòü åãî îïòè-
ìèñòè÷åñêè, êàê ðàñøèðåíèå êëàññîâ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïîäëå-
æàùèõ êëàññèôèêàöèè � ñ òî÷åê çðåíèÿ ëèøü íàìå÷àþùåéñÿ ïîêà ìàòåìàòèêè
áóäóùåãî!

Çàäà÷è

3.1. Ïðîèçâåäèòå êëàññèôèêàöèþ ãëàäêèõ àôôèííûõ êîíèêíàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûìè ïîëÿìè, êîìïàêòèôèöèðîâàâ èõ.

3.2. Ïðîèçâåäèòå êëàññèôèêàöèþ ãëàäêèõ àôôèííûõ êâàäðèêíàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûìè ïîëÿìè, êîìïàêòèôèöèðîâàâ èõ.

3.3. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è äâà îäíîðîäíûõ ìíî-
ãî÷ëåíà F1, F2 ∈ k[x0 : · · · : xn] çàäàþò îäíó è òó æå ãèïåðïîâåðõíîñòü â Pn(k), òî
ýòè ìíîãî÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíû. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá
àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè? Åñëè íåò, òî óêàæèòå, ãäå âû å¼ èñïîëüçîâàëè â âàøåì
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äîêàçàòåëüñòâå.

3.4. Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è äàíû òðè ìíîãî÷ëåíà F,G1, G2 ∈
k[t : x : y : z]. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá ýòèõ ìíîãî÷ëåíàõ, åñëè êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå
ñèñòåìàìè óðàâíåíèé [F = 0] ∧ [G1 = 0] è [F = 0] ∧ [G2 = 0], ñîâïàäàþò?

3.5. Èçîìîðôíû ëè êðèâûå y2 = x3 + i è y2 = x3− i íàä îñíîâíûì ïîëåì C? Åñëè äà,
òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ëè èçîìîðôèçì îòîáðàæåíèåì (x, y) 7→ (x, y)? Åñëè íå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ, íàéäèòå èçîìîðôèçì, îïðåäåë¼ííûé íàä C.

3.6. Äîêàæèòå, ÷òî ãëàäêèå ïëîñêèå êâàðòèêè èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû.

3.7. Ïðè êàêèõ n ∈ N ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå àôôèííîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì y2 = 1− xn, ãëàäêî?

3.8. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ (a, b) ∈ k× k, ïðè êîòîðûõ êðèâàÿ, çàäàííàÿ â
îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x : y : z) óðàâíåíèåì y2z = x3 + axz2 + bz3, ãëàäêà.

3.9. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ t ∈ k, ïðè êîòîðûõ êðèâàÿ Et, çàäàííàÿ â îä-
íîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x : y : z) óðàâíåíèåì y2z = x(x − t)(x − tz), ãëàäêà. Â êàêèõ
ñëó÷àÿõ Et ' Et′?

3.10. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ (t1, t2, t3) ∈ B ⊂ A3(k), ïðè êîòîðûõ êðèâàÿ
Xt1,t2,t3 , çàäàííàÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x : y : z) óðàâíåíèåì

y2z = x(x− t)(x− t1z)(x− t2z)(x− t3z),

ãëàäêà. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ Xt1,t2,t3 ' Xt′1,t
′
2,t

′
3
?

3.11. Ïóñòü B � ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñåìåéñòâà êðèâûõ íàä B
ðîäîâ 1 è 2 òðèâèàëüíû.
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