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Àïïðîêñèìàöèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ñóììû áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ âåñàìè
� ýòî åñòåñòâåííûé ïóòü, êîòîðûé áûë èçâåñòåí åùå â êîíöå XIX âåêà.
Êëþ÷åâîé âîïðîñ: êàêèå âåñà è ôîðìû íåâÿçîê ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè?

Èäåÿ Ãàëåðêèíà:
Óðàâíåíèå äîëæíî óìíîæàòüñÿ íà ïðîáíûå ôóíêöèè

è ïðè ýòîì
íåâÿçêà äîëæíà ïîíèìàòüñÿ (áûòü âû÷èñëåíà) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Ýòî îêàçàëñÿ âåðíûé ïóòü! Îí ïðèâåë ê ïðîðûâó â êà÷åñòâåííîì è
êîëè÷åñòâåííîì àíàëèçå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Ìåòîä Ãàëåðêèíà è êîððåêòíîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà XIX ñòîëåòèÿ: ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷è

∆u + f = 0 â Ω, (1)

u = u0 íà Γ. (2)

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí òîëüêî ïîñëå ïðèìåðíî ñòà ëåò èññëåäîâàíèé,
÷òî ïîëíîñòüþ èçìåíèëî òåîðèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ...
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..., è ñâÿçàíî ñ èìåíàìè âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ:
D. Hilbert, H. Poincar�e, Ñ.Ë. Ñîáîëåâ, R. Courant,

J. Leray, K. Friedrichs, Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ, È.Ã. Ïåòðîâñêèé,
F. Rellich, L. Swartz, Â.È. Êîíäðàøîâ, P. Lax, L. H�ormander...

è ìíîãèå äðóãèå ìàòåìàòèêè, êòî âíåñ ñâîé âêëàä â ðàçâèòèå êîíöåïöèè
îáîáùåííûõ èëè ñëàáûõ ðåøåíèé.
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Ñîâðåìåííàÿ ôîðìà êðàåâîé çàäà÷è

Íàéòè òàêîé ýëåìåíò u ∈ V := H1
0 (Ω) (u0 = 0), ÷òî∫

Ω

∇u · ∇w =

∫
Ω

fw ∀w ∈ V

îáîáùåíèå èäåè Ãàëåðêèíà ïðè ïîìîùè èñïîëüçîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ïðîáíûõ ôóíêöèé, ïëîòíîãî â ïîäõîäÿùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñõîäèìîñòü ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ áûëà äîêàçàíà
Ñ.Ã. Ìèõëèíûì 1948

Àðãóìåíòû, ïîäîáíûå òåì, ÷òî ïðåäëîæèë Ãàëåðêèí, ïîçäíåå ÷àñòî
èñïîëüçîâàëèñü ïðè àíàëèçå ñëàáûõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè.
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Ìåòîä Ðèòöà

J(w) =
1

2

∫
Ω

∇w · ∇w −
∫
Ω

fw , J(u) = inf
w∈V

J(w)

uR =
N∑
i=1

αiφi (x), φi (x) � ãëîáàëüíûå, ãëàäêèå ôóíêöèè i = 1, ...N

∂J(uR)

∂αj
= 0, j = 1, ...N ⇒ (3)

ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ⇒ uR
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Êåëäûø Ì.Â. Î ìåòîäå Á.Ã. Ãàëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Èçâ. ÀÍ
ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 1942, òîì 6, âûïóñê 6, 309-330. (ýëåêòð. MathNet.Ru)

Ðåïðèíò ñ ïðèìå÷àíèÿìè ðåäêîëëåãèè è äîáàâëåííîé áèáëèîãðàôèåé

Êåëäûø Ì.Â. Èçáðàííûå òðóäû. Ìàòåìàòèêà. Ì.: Íàóêà, 1985. c.357�376

... â ñëó÷àå âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ýòîò ìåòîä ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì
Ðèòöà. Îäíàêî ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííûé Ãàëåðêèíûì, íå
ñâÿçàí ñ âàðèàöèîííîé çàäà÷åé, îïðåäåëÿþùåé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, è

ìîæåò áûòü ïðèëîæåí è ê íåñàìîñîïðÿæåííûì óðàâíåíèÿì
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Íàðÿäó ñ ýòèì, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê
íåñàìîñîïðÿæåííûì ñèñòåìàì äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷èëî îáîñíîâàíèÿ. Íåäàâíî

ïîÿâèëàñü ðàáîòà Ã.È. Ïåòðîâà, ãäå áûëî äàíî îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ
íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïóòåì ñâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ î ñõîäèìîñòè ê

èçó÷åíèþ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïåòðîâ Ã.È. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ
âÿçêîé æèäêîñòè. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1940. Ò. 4. Âûï. 3. Ñ. 3-11.
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Ìàð÷óê Ã.È., Àãîøêîâ Â.È. Ââåäåíèå â ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà,
1981, 416 ñ.

Ãëàâà 1
�2. Ìåòîä Ðèòöà
�3. Ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà
�8. Ìåòîä Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà

Ìåõàíèêà â ÑÑÑÐ çà 50 ëåò. Òîì 3. Ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.
Íàóêà, 1972.

Áîãîëþáîâ À. Í. Ìàòåìàòèêè. Ìåõàíèêè: Áèîãðàôè÷åñêèé ñïðàâî÷íèê. Êèåâ:
Íàóêîâà Äóìêà, 1983.
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Àôåíäèêîâà Í.Ã. Èñòîðèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà è åãî ðîëü â òâîð÷åñòâå
Ì.Â.Êåëäûøà // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà. 2014. � 77. 16 ñ. URL:
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2014-77

Â 1911 ëîðä Ðåëåé ... íàïèñàë, ÷òî óäèâèòåëüíî, êàê îí (Â. Ðèòö) ìîã

ðàññìàòðèâàòü ìåòîä êàê íîâûé... Â ëþáîì ñëó÷àå çàñëóãîé Ðèòöà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî îí äàë ïåðâîå ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà, èññëåäîâàâ åãî ñõîäèìîñòü äëÿ

òðåõ çàäà÷

Ãðèãîëþê Ý.È. Î ìåòîäå Áóáíîâà. Ê øåñòèäåñÿòèëåòèþ åãî ñîçäàíèÿ. Èññëåä. ïî
òåîð. ïëàñòèí è îáîëî÷åê. 1975, âûïóñê 11, 3-41 (ýëåêòð. MathNet.Ru)
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Òèìîøåíêî Ñ.Ï., Ãóäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì: Íàóêà, 1975
(c. 270 � ìåòîä Ðèòöà èëè Ðýëåÿ-Ðèòöà, ñ. 322 � ìåòîä Ðèòöà ýíåðãåòè÷åñêèé)

Ãàëåðêèí Á.Ã., Ëîéöÿíñêèé Ë.Ã., Ëóðüå À.È. Ðàçâèòèå ìåõàíèêè â ïåðèîä
òåõíè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè ÑÑÑÐ, � 3, Âåñòíèê Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, 1940 ã.

...,äîñòàòî÷íî õîðîøèå äëÿ ïðàêòèêè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî ïîëó÷èòü
ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðèòöà-Ãàëåðêèíà.
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Áóáíîâ È.Ã. Îòçûâ î ðàáîòå ïðîô. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ
ñèñòåì. 1. Èçáðàííûå òðóäû. Ë., Ñóäïðîìãèç, 1956, ñòð. 136-139.
Ðåïðèíò ñòàòüè 1913 ãîäà
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Ìèõëèí Ñ.Ã. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Íàóêà, 1970
(2-å èçäàíèå)

Ââåäåíèå: Îïèñàííûé çäåñü ïðèåì ïî ñóùåñòâó è ïðèìåíÿë Òèìîøåíêî â ðàáîòå,
ðåöåíçèðîâàííîé Áóáíîâûì. Ïîñëåäíèé çàìåòèë, îäíàêî, ÷òî ñèñòåìó ... ìîæíî
ïîëó÷èòü äðóãèì, áîëåå ïðîñòûì ïóòåì... Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíèìîñòè
ñâîåãî ïðèåìà È.Ã. Áóáíîâ âûñòàâëÿåò òðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé, ÷òî íà ñàìîì äåëå íå îáÿçàòåëüíî.
Çàìåòêà È.Ã. Áóáíîâà ïîëîæèëà íà÷àëî íîâîìó ïðÿìîìó ìåòîäó, ðàçâèòèå è

øèðîêîå ïðèìåíåíèå êîòîðîãî òåñíî ñâÿçàíî ñ èìåíåì Á.Ã. Ãàëåðêèíà.

Ìèõëèí Ñ.Ã. Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ, 1948, Ò. 61, N 2.
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Âûâîäû îá èñòîðèè ìåòîäà

1909: B. Ðèòö èñïîëüçîâàë èäåþ ëîðäà Ðåëåÿ (Rayleigh, Ðýëåé) è ïðåäëîæèë
ìåòîä íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

1910: Ñ.Ï. Òèìîøåíêî óñïåøíî ïðèìåíèë ìåòîä ê çàäà÷àì ìåõàíèêè

1913: È.Ã. Áóáíîâ â îòçûâå î ðàáîòå Òèìîøåíêî ïðåäëîæèë èäåþ, ñâÿçàííóþ ñ
óìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ïðîáíûå ôóíêöèè è èíòåãðèðîâàíèåì

1915: Á.Ã. Ãàëåðêèí äàë áîëåå ðàçâåðíóòîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è ðåàëèçîâàë
èäåþ Áóáíîâà

1940: Ã.È. Ïåòðîâ îáîáùèë ìåòîä Ãàëåðêèíà è äîêàçàë ñõîäèìîñòü äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà çàäà÷ ìåõàíèêè æèäêîñòè
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1940: Ã.È. Ïåòðîâ îáîáùèë ìåòîä Ãàëåðêèíà è äîêàçàë ñõîäèìîñòü äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà çàäà÷ ìåõàíèêè æèäêîñòè

30 Ñ.È. Ðåïèí, Ì.Å. Ôðîëîâ Ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà



Ââåäåíèå 1915 Îñíîâíàÿ èäåÿ Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå è ñâÿçü ñ ÌÊÝ Îáîáùåíèÿ Çàêëþ÷åíèå

Âûâîäû îá èñòîðèè ìåòîäà

1909: B. Ðèòö èñïîëüçîâàë èäåþ ëîðäà Ðåëåÿ (Rayleigh, Ðýëåé) è ïðåäëîæèë
ìåòîä íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

1910: Ñ.Ï. Òèìîøåíêî óñïåøíî ïðèìåíèë ìåòîä ê çàäà÷àì ìåõàíèêè

1913: È.Ã. Áóáíîâ â îòçûâå î ðàáîòå Òèìîøåíêî ïðåäëîæèë èäåþ, ñâÿçàííóþ ñ
óìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ïðîáíûå ôóíêöèè è èíòåãðèðîâàíèåì

1915: Á.Ã. Ãàëåðêèí äàë áîëåå ðàçâåðíóòîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è ðåàëèçîâàë
èäåþ Áóáíîâà

1940: Ã.È. Ïåòðîâ îáîáùèë ìåòîä Ãàëåðêèíà è äîêàçàë ñõîäèìîñòü äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà çàäà÷ ìåõàíèêè æèäêîñòè

31 Ñ.È. Ðåïèí, Ì.Å. Ôðîëîâ Ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà



Ââåäåíèå 1915 Îñíîâíàÿ èäåÿ Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå è ñâÿçü ñ ÌÊÝ Îáîáùåíèÿ Çàêëþ÷åíèå

Âûâîäû îá èñòîðèè ìåòîäà

1909: B. Ðèòö èñïîëüçîâàë èäåþ ëîðäà Ðåëåÿ (Rayleigh, Ðýëåé) è ïðåäëîæèë
ìåòîä íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

1910: Ñ.Ï. Òèìîøåíêî óñïåøíî ïðèìåíèë ìåòîä ê çàäà÷àì ìåõàíèêè
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êëàññà çàäà÷ ìåõàíèêè æèäêîñòè
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1913: È.Ã. Áóáíîâ â îòçûâå î ðàáîòå Òèìîøåíêî ïðåäëîæèë èäåþ, ñâÿçàííóþ ñ
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Ñîâðåìåííûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

∫
Ω

∇uh · ∇wh =

∫
Ω

fwh ∀wh ∈ Vh

Vh � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V , h � ïàðàìåòð ñåòêè

uh =
N∑
i=1

αiφ
h
i (x), φhi (x) � êóñî÷íî-ãëàäêèå ôóíêöèè ñ ëîêàëüíûì íîñèòåëåì
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Ìåòîä Ãàëåðêèíà êàê îñíîâà êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà äëÿ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Êëþ÷åâîé âîïðîñ:
Êàê äîëæíû ñòðîèòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà {Vh}?
Â 1943 ã. R. Courant ïðåäëîæèë ìåòîä, êîòîðûé ïîçäíåå ïîëó÷èë íàçâàíèå

ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).

Â 60-å - 70-å ãîäû ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÌÊÝ áûëà ðàçâèòà ìíîãèìè àâòîðàìè
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J.-L. Lions, R. Glowinski, T. Oden, J. Douglas, J.-C. N�ed�elec, J. Argiris,
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èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè.
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Ciarlet Ph.G. The Finite Element Method for Elliptic Problems, Vol. 4, 1978
Ñüÿðëå Ô. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷. Ì.: Ìèð, 1980

Â êíèãå óïîìÿíóòû ìåòîä Ãàëåðêèíà è ìåòîä Ðèòöà
Â ïðåäèñëîâèè ê ðóññêîìó èçäàíèþ àêàäåìèê Í.Í. ßíåíêî óêàçàë

Ýòîò ìåòîä â ñâîåé îñíîâå ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì, è èñòîðèÿ åãî âîçíèêíîâåíèÿ
è ðàçâèòèÿ âîñõîäèò ê îñíîâîïîëàãàþùèì ðàáîòàì îòå÷åñòâåííûõ ìàòåìàòèêîâ

Áóáíîâà è Ãàëåðêèíà
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòåí øèðîêèé ñïåêòð ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ èëè
ïåðåêëèêàþùèõñÿ ñ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.

Ñìåøàííûå è ãèáðèäíûå ÌÊÝ

Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ

Áåññåòî÷íûå ìåòîäû

Ìåòîäû èçîãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà

...
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Ñ ðàçâèòèåì ÌÊÝ âîçíèêëè âàæíûå ñîïðÿæåííûå âîïðîñû:

Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ uh ⇒ ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå (íàïðèìåð,
ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, ìåòîäû ñåäëîâîé òî÷êè)

Èìååò ëè ìåñòî ñõîäèìîñòü {uh}h→0 ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u? Êàê êâàëèôèöèðîâàòü
ñõîäèìîñòü â òåðìèíàõ h?

⇒ Òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è àïðèîðíûå îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè

Îïòèìàëüíîå ïåðåñòðîåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà (Vhk → Vhk+1
)

⇒ Àäàïòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, èíäèêàòîðû ïîãðåøíîñòè

Ýôôåêòèâíûå è ÿâíî âû÷èñëÿåìûå îöåíêè u − uh
⇒ Òåîðèÿ àïîñòåðèîðíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ
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Çàêëþ÷èòåëüíûå ðåìàðêè

Ìåòîä Ãàëåðêèíà ñëåäóåò íàçûâàòü ìåòîäîì Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà, åñëè îòðàæàòü
àâòîðîâ èäåè

Îáîáùåíèå ìåòîäà ìîæåò òàêæå íîñèòü íàçâàíèå ìåòîä

Ïåòðîâà-Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà

TITLE ( Galerkin ) >10K ðåçóëüòàòîâ ïîèñêà Scopus
TITLE ( Petrov AND Galerkin ) <1K ðåçóëüòàòîâ ïîèñêà

TITLE ( Bubnov AND Galerkin ) 60 ðåçóëüòàòîâ ïîèñêà
TITLE ( Petrov AND Bubnov AND Galerkin ) 0
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https://www.spbstu.ru/university/about-the-university/history/contribution-science/mechanics/
https://www.spbstu.ru/university/about-the-university/history/contribution-science/mathematics/
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ÁËÀÃÎÄÀÐÞ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ
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