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В прошлый раз...

Утверждение. Задача Коши{︃
𝑑
𝑑𝑡 |𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻𝐹 |𝜓(𝑡)⟩
|𝜓(0)⟩ = |1⟩

имеет решение

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝜓1(𝑡)|1̂⟩ +

∫︁
𝑑𝑘𝜓𝑘(𝑡)|𝑘⟩,

где 𝜓1(𝑡) удовлетворяет уравнению

𝑑𝜓1(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑖Ω𝜓1(𝑡) −

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝐺(𝑡− 𝜏)𝜓1(𝜏),

где введено обозначение 𝐺(𝑡) =
∫︀
𝑑𝑘𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡|𝑔𝑘|2, а 𝜓𝑘(𝑡) может

быть выражено через 𝜓1(𝑡) по формуле

𝜓𝑘(𝑡) = −𝑖𝑔*𝑘
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝑒𝑖𝜔𝑘(𝜏−𝑡)𝜓1(𝜏).
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Метод псевдомод

𝐺(𝑡) =

∫︁ +∞

−∞

𝑑𝜔

2𝜋
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝐽(𝜔).

𝐽(𝜔) =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑔
2
𝑙(︀𝛾𝑙

2

)︀2
+ (𝜔 − 𝜔𝑙)2

𝐺(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑔2𝑙 𝑒
−( 𝛾𝑙

2
+𝑖𝜔𝑙)𝑡, 𝑡 > 0,
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Метод псевдомод

Утверждение. Введём неэрмитов гамильтониан в
𝐻eff ∈ C(𝑛+1)×(𝑛+1) по формуле

𝐻eff = Ω|1̂⟩⟨1̂| +

𝑛∑︁
𝑙=1

(︁(︁
𝜔𝑙 − 𝑖

𝛾𝑙
2

)︁
|𝑙̃⟩⟨𝑙̃| + 𝑔𝑙(|𝑙̃⟩⟨1̂| + |1̂⟩⟨𝑙̃|)

)︁
тогда вектор

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝜓1(𝑡)|1̂⟩ +
∑︁
𝑙

𝜙𝑙(𝑡)|𝑙̃⟩,

где

𝜙𝑙(𝑡) = −𝑖𝑔𝑙
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏𝑒−( 𝛾𝑙

2
+𝑖𝜔𝑙)(𝑡−𝜏)𝜓1(𝜏),

удовлетворяет уравнению

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩.
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Метод псевдомод

Доказательство.

𝑑

𝑑𝑡
𝜓1(𝑡) = −𝑖Ω𝜓1(𝑡) − 𝑖

∑︁
𝑙

𝑔𝑙𝜙𝑙(𝑡).

Кроме того, дифференцируя определение 𝜙𝑙(𝑡), имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑙(𝑡) = −𝑖𝑔𝑙𝜓1(𝑡) −

(︁𝛾𝑙
2

+ 𝑖𝜔𝑙

)︁
𝜙𝑙(𝑡).

Полученные уравнения совпадают с уравнением
𝑑
𝑑𝑡 |𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩, расписанным покомпонентно.
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Уравнение с неэрмитовым гамильтонианом

Рассмотрим гильбертово пространство C⊕ C𝑛 и матрицу

𝜌 =

(︂
𝜌00 ⟨𝜓|
|𝜓⟩ 𝑅

)︂
, 𝜌00 = 1 − Tr 𝑅, 𝑅 = 𝑅†.

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 6 Теретёнков Александр



Уравнение с неэрмитовым гамильтонианом

Утверждение. Решение уравнения ГКСЛ 𝜌(𝑡) в C⊕ C𝑛

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[0⊕𝐻, 𝜌(𝑡)]+

𝐾∑︁
𝑙=1

(︂
𝐿𝑙(𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙 −
1

2
𝐿†
𝑙𝐿𝑙𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙𝐿𝑙

)︂
,

где 𝐻 ∈ C𝑛×𝑛 (𝐻 = 𝐻†) и 𝐿𝑙 =
√
𝛾𝑙|0⟩⟨𝑙| ∈ C(𝑛+1)×(𝑛+1) ,

имеет вид представленный на предыдущем слайде, где |𝜓(𝑡)⟩ и
𝑅(𝑡) удовлетворяет уравнения

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻eff |𝜓(𝑡)⟩,

𝑑

𝑑𝑡
𝑅(𝑡) = −𝑖𝐻eff𝑅(𝑡) + 𝑖𝑅(𝑡)𝐻†

eff ,

где

𝑖𝐻eff = 𝑖𝐻 +
1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙|𝑙⟩⟨𝑙|,

—аккретивная матрица.
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Доказательство. Для простоты рассмотрим случай |𝜓(𝑡)⟩ = 0.

𝑑

𝑑𝑡
0 ⊕𝑅(𝑡) = − 𝑖0 ⊕𝐻eff𝑅(𝑡) + 𝑖0 ⊕𝑅(𝑡)𝐻†

eff =

= − 𝑖0 ⊕ [𝐻,𝑅(𝑡)]−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

0 ⊕ 𝛾𝑙 |𝑙⟩⟨𝑙|𝑅(𝑡) − 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

0 ⊕ 𝛾𝑙 𝑅(𝑡)|𝑙⟩⟨𝑙| =

= − 𝑖[0 ⊕𝐻, 0 ⊕𝑅(𝑡)] − 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙|𝑙⟩⟨0||0⟩⟨𝑙|0 ⊕𝑅(𝑡)−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙0 ⊕𝑅(𝑡)|𝑙⟩⟨0||0⟩⟨𝑙| =

= − 𝑖[0 ⊕𝐻, 𝜌(𝑡)] − 1

2

∑︁
𝑙

(︁
𝐿†
𝑙𝐿𝑙𝜌(𝑡) + 𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙𝐿𝑙

)︁
,

где были использованы ортогональность ⟨0|𝑙⟩ = 0, 𝑙 ̸= 0 и
определение 𝐿𝑙 =

√
𝛾𝑙|0⟩⟨𝑙|.
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Уравнение с неэрмитовым гамильтонианом

Кроме того,

𝑑

𝑑𝑡
Tr𝑅(𝑡)|0⟩⟨0| = −

∑︁
𝑙

𝛾𝑙⟨𝑙|𝑅(𝑡)|𝑙⟩|0⟩⟨0| =

= −
∑︁
𝑙

𝛾𝑙|0⟩⟨𝑙|0 ⊕𝑅(𝑡)|𝑙⟩⟨0| = −
∑︁
𝑙

𝐿𝑙𝜌(𝑡)𝐿†
𝑙 .
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”Одночастичное” вторичное квантование

Определение. Рассмотрим гильбертово пространство вида
C⊕ C𝑛. Пусть, кроме того, 𝒳𝑖 — вспомогательные гильбертовы
пространства dim𝒳𝑖 > 2. Введём линейную инъекцию
ˆ: C⊕ C𝑛 → ⊗𝑛

𝑖=1𝒳𝑖, определённую на базисных векторах по
правилу

|𝑙⟩ → |𝑙̂⟩ = |0⟩1 ⊗ · · · ⊗ |0⟩𝑙−1 ⊗ |1⟩𝑙 ⊗ |0⟩𝑙+1 ⊗ · · · ⊗ |0⟩𝑛, 𝑙 ̸= 0;

|0⟩ → |0̂⟩ = |0⟩1 ⊗ · · · ⊗ |0⟩𝑛.

Такое отображение будем называть одночастичным
вторичным квантованием.

𝜌 =

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=0

𝜌𝑙𝑘|𝑙̂⟩⟨𝑘|.
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”Одночастичное” вторичное квантование

Утверждение. Пусть 𝑎𝑙 — произвольный набор операторов
таких, что 𝑎†𝑙 |0̂⟩ = |𝑙̂⟩ и 𝑎𝑙|𝑙̂⟩ = |0̂⟩. Пусть 𝜌𝑡 удовлетворяет
уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[0⊕𝐻, 𝜌(𝑡)]+

𝐾∑︁
𝑙=1

(︂
𝐿𝑙𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙 −
1

2
𝐿†
𝑙𝐿𝑙𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝐿†

𝑙𝐿𝑙

)︂
,

с коэффициентами, определёнными в предыдущем
утверждении. Тогда 𝜌𝑡 удовлетворяет уравнению

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻̂, 𝜌(𝑡)]+

𝑛∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙

(︂
𝑎𝑙𝜌(𝑡)𝑎†𝑙 −

1

2
𝑎†𝑙 𝑎𝑙𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝑎†𝑙 𝑎𝑙

)︂
,

𝐻̂ =
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=1𝐻𝑙𝑘𝑎
†
𝑙 𝑎𝑘.
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”Одночастичное” вторичное квантование

В физических приложениях в качестве операторов 𝑎𝑙 чаще
всего выбираются

бозонные операторы уничтожения 𝑏𝑙, удовлетворяющие
каноническим коммутационным соотношениями
[𝑏𝑙, 𝑏

†
𝑘] = 𝛿𝑙𝑘, [𝑏𝑙, 𝑏𝑘] = 0,

фермионные операторы уничтожения 𝑓𝑙, удовлетворяющие
антикоммутационным соотношениями
{𝑓𝑙, 𝑓 †𝑘} = 𝛿𝑙𝑘, {𝑓𝑙, 𝑓𝑘} = 0,
двухуровневые операторы уничтожения 𝜎𝑙,
удовлетворяющие
{𝜎𝑙, 𝜎†𝑙 } = 𝐼, {𝜎𝑙, 𝜎𝑙} = 0, [𝜎𝑙, 𝜎𝑘] = 0, [𝜎𝑙, 𝜎

†
𝑘] = 0, 𝑙 ̸= 𝑘.

Важно отметить, что не обязательно выбирать операторы
одинакового типа для всех индексов.
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”Одночастичное” вторичное квантование. Примеры

Для (бозонных) гауссовских состояний введём ”ополовиненные”
обозначения 𝑚𝑗 ≡ Tr𝑎𝑗𝜌, 𝑌𝑖𝑗 ≡ Tr𝑎†𝑖𝑎𝑗𝜌−𝑚𝑖𝑚𝑗 ,
𝑍𝑖𝑗 ≡ Tr𝑎𝑖𝑎𝑗𝜌−𝑚𝑖𝑚𝑗

Упражнение. Если обозначить, то 𝑉 (𝑡) = 𝑒−𝑖𝐻eff 𝑡

𝑚(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑚(0),

𝑌 (𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑌 (0)𝑉 𝑇 (𝑡),

𝑍(𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝑍(0)𝑉 𝑇 (𝑡).
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”Одночастичное” вторичное квантование. Примеры

Модель Джейнса-Каммингса с диссипацией (Сачдев) при
нулевой температуре определяется уравнением ГКСЛ

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[Ω𝜎†𝜎 + 𝜔1𝑏

†𝑏+ 𝑔(𝜎†𝑏+ 𝜎𝑏†), 𝜌(𝑡)]+

+𝛾

(︂
𝑏𝜌(𝑡)𝑏† − 1

2
𝑏†𝑏𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)𝑏†𝑏

)︂
.

Оно сводится к одночастичному

𝑑

𝑑𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖[Ω|1⟩⟨1| + 𝜔1|2⟩⟨2| + 𝑔(|1⟩⟨2| + |2⟩⟨1|), 𝜌(𝑡)]+

+𝛾

(︂
|0⟩⟨2|𝜌(𝑡)|2⟩⟨0| − 1

2
|2⟩⟨2|𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)|2⟩⟨2|

)︂
.

А оно к динамике с неэрмитовым гамильтонианом

𝐻eff = Ω|1⟩⟨1| +
(︁
𝜔1 − 𝑖

𝛾

2

)︁
|2⟩⟨2| + 𝑔(2⟩⟨1| + |1⟩⟨2|).

Основы теории открытых квантовых систем II. Лекция 6 Теретёнков Александр



”Одночастичное” вторичное квантование

Утверждение. Пусть 𝜌 =
∑︀𝑛

𝑙,𝑘=0 𝜌𝑙𝑘|𝑙̂⟩⟨𝑘|, тогда след по
пространствам, пронумерованным индексами 𝐼, может быть
вычислен по формуле:

Tr𝒳𝑖,𝑖∈𝐼 𝜌 = 𝜌𝐼 +
∑︁
𝑙∈𝐼

𝜌𝑙𝑙|0̂⟩⟨0̂|, 𝜌𝐼 =
∑︁
𝑙,𝑘∈𝐼

𝜌𝑙𝑘|𝑙̂⟩⟨𝑘|,

где 𝐼 = {0, . . . , 𝑛} ∖ 𝐼.
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Немарковский резонансный распад

Вернёмся к модели спин-бозона в приближении вращающейся
волны:

𝐺(𝑡) = 𝑔2𝑒−( 𝛾
2
+𝑖𝜔1)𝑡

𝐻eff = Ω|1̂⟩⟨1̂| +
(︁
𝜔1 − 𝑖

𝛾

2

)︁
|1̃⟩⟨1̃| + 𝑔(|1̃⟩⟨1̂| + |1̂⟩⟨1̃|).

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜓1(𝑡)
𝜓1̃(𝑡)

)︂
=

(︂
−𝑖Ω −𝑖𝑔
−𝑖𝑔 −𝑖𝜔1 − 𝛾

2

)︂(︂
𝜓1(𝑡)
𝜓1̃(𝑡)

)︂
.
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Немарковский резонансный распад

Резонансный случай 𝜔1 = Ω.
Решение в случае начального условия 𝜓1(0) = 1, 𝜓1̃(0) = 0
имеет вид

𝜓1(𝑡) = 𝑒−( 𝛾
4
+𝑖Ω)𝑡

(︁
ch ∆𝑡+

𝛾

4∆
sh ∆𝑡

)︁
,

𝜓1̃(𝑡) = − 𝑖𝑔
∆
𝑒−( 𝛾

4
+𝑖Ω)𝑡 sh ∆𝑡,

где ∆ = 1
4

√︀
𝛾2 − 16𝑔2. Решение после взятия следа (точное!):

𝜌𝑆(𝑡) =𝑒−
𝛾
2
𝑡
(︁

ch ∆𝑡+
𝛾

4∆
sh ∆𝑡

)︁2
|1⟩⟨1|+

+

(︂
1 − 𝑒−

𝛾
2
𝑡
(︁

ch ∆𝑡+
𝛾

4∆
sh ∆𝑡

)︁2
)︂
|0⟩⟨0|.
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Немарковский резонансный распад

В режиме слабой связи

𝜌𝑀 (𝑡) ≡ lim
𝜆→0

𝜌𝑆

(︂
1

𝜆2
𝑡, 𝜆𝑔

)︂
= 𝑒

− 4𝑔2

𝛾
𝑡|1⟩⟨1| + (1 − 𝑒

− 4𝑔2

𝛾
𝑡
)|0⟩⟨0|.

Таким образом, скорость распада в марковском режиме
𝛾0 = 4𝑔2

𝛾 .

𝑑

𝑑𝑡
𝜌𝑀 (𝑡) = 𝛾0

(︂
|0⟩⟨1|𝜌(𝑡)|1⟩⟨0| − 1

2
|1⟩⟨1|𝜌(𝑡) − 1

2
𝜌(𝑡)|1⟩⟨1|

)︂
.
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Немарковский резонансный распад

В режиме сильной связи получим осциллирующую динамику

lim
𝜆→+∞

𝜌𝑆

(︂
1

𝜆
𝑡, 𝜆𝑔

)︂
= cos2(𝑔𝑡)|1⟩⟨1| + sin2(𝑔𝑡)|0⟩⟨0|.

Таким образом, переход из марковского режима в сильно
немарковский соответствует переходу из режима релаксации в
режим осцилляций.
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